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gultig ist.“ Physikalische Zeitung. 
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L.E. J. Breocwer. Erweiterung des Definitionsbereichs einer stetigen Funktion 


Uber die Erweiterung des Definitionsbereichs 
einer stetigen Funktion. 


Von 


L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Ks handelt sich um den Beweis der folgenden Kigenschaft: 

. Ist A eine abgeschlossene Punktmenge des n-dimensionalen Rawmes und 
f eime beschriinkte Funktion, die auf A dejiniert und in jedem Héufungs- 
punkie von A stetiy ist, so kann man eine im ganzen Raum stetige, be- 
schriinkte. I’'unktion F finden, die m jedem Punkte von A gleich f ist 

Von diesér Eigenschaft existieren explizite Beweise von De la Vallée 
Poussin*} und Bohr**), die beide die Funktion /’ mittels eines unend- 
fichen Prozesses (ersterer mittels einer unendlichen Reihe, letzterer mittels 
eines Integrals) konstruieren. Eime elementarere Hilfsmittel benutzende 
"Herstellungsart der Funktion F |aBt sich aus dem § 4 meines Beweises der 
Invarianz des »-dimensionalen Gebiets (Math. Ann. 71, 8. 309—311), dessen 
Gegenstan’ von einer allgemeineren Aufgabe gebildet wird, wie folgt 
herausschiilen. 

Wir nehmen mit dem n-dimensionalen Kaum eine solche Fundamen- 
falfeihe ¢,, £,,--- von simplizialen Zerlegungen (vgl. Math. Ann. 71, 
§. 101) vor, daB ¢,,, eine Unterteilung von §, ist, und dab die GréBe 
der zu £, gehdrigen Grundsimplexe fiir unbeschriinkt wachsendes y gleich- 
emaBbig gegen Null konvergiert. Zu jedem £, kann man eine solche von Grund- 
m@implexen gebildete in der Komplementiirmenge A’ von A enthaltene ab- 
geschlossene Gebietsmenge G, bestimmen, deren Grenze fiir unbeschrankt 
Wachsendes yv gleichmiBig gegen A konvergiert. Wir setzen G, = g,, be- 
zichnen die von denjenigen Grundsimplexen von G,,,, welche nicht in G, 
enthalten sind, gebildete Punktmenge mit g,,, und verstehen unter einem 
6, ein zu y, gehériges Grundsimplex von G,. Wir diirfen annehmen, da fiir 

,intégrales de Lebesgue, Fonctions d’Ensemble, Classes de Baire“, § 125. 

**) Mitgeteilt von Carathéodory in , Vorlesungen itiber reelle Funktionen“, $541,542. 


Mathematische Annalen. LX XIX 14 



























210 L. E. J. Brouwer 


jedes v die Grenzen von G, und G,,, keimen gemeinschaftlichen Punkt 
besitzen, und kein 6, gleichzeitig die Grenze von G,_, und die Grenze 
von G, beriihrt. 

Von einem 6,, welches die Grenze von G, beriihrt, kénnen fiir 
1<p<n—1 eine oder mehrere p-dimensionale Seiten nach £,,, zer- 
legt sein. Von den derartigen 6, bestimmen wir in folgender Weise eine 
yaus € und ¢,,., gemischte“ simpliziale Zerlegung: Wir gehen aus von 
den schon vorhandenen simplizialen Zerlegungen der Kanten. Sodann be 
stimmen wir von jeder noch nicht zerlegten zweidimensionalen Seite, 
welche zerlegte Kanten besitzt, eine ,gemischte“ simpliziale Zerlegung, in- 
dem wir aus einem in ihrem Innern willkiirlich gewihlten Punkt die 
schon vorhandene simpliziale Zerlegung ihrer Kanten projizieren; die 
iibrigen zweidimensionalen Seiten bleiben unzerlegt bzw. behalten ihre 
bisherige Zerlegung bei. In dieser Weise fortfahrend, bestimmen wir, nach- 
dem die Zerlegungen der p-dimensionalen Seiten festgelegt sind, von jeder 
noch nicht zerlegten (p-+ 1)-dimensionalen Seite, welche zerlegte p-dimen- 
sionale Seiten besitzt, eine ,gemischte“ simpliziale Zerlegung, indem wir 
aus einem in ihrem Innern willkiirlich gewihlten Punkt die schon vor- 
handene simpliziale Zerlegung ihrer p-dimensionalen Seiten projizieren; 
die tibrigen (p+ 1)-dimensionalen Seiten bleiben unzerlegt bzw. behalten 
ihre bisherige Zerlegung bei. 

Wenn wir unter den 3, einerseits diejenigen o,, welche die Grenze 
von G, nicht beriihren, andererseits die Grundsimplexe der aus §€ und 
£4, gemischten simplizialen Zerlegungen derjenigen 6,, welche die Grenze 
von G, beriihren, verstehen, so kiénnen wir die Punktmenge A’ als eine 
offene »-dimensionale Mannigfaltigkeit (vgl. Math. Ann. 71, S. 98) und 
die zu den verschiedenen Werten von v gehérigen 8, als die Grundsim- 
plexe einer simplizialen Zerlegung £¢ dieser offenen -dimensionalen Mannig- 
faltigkeit auffassen. 


Nunmehr weisen wir jedem Grundpunkte H von §€ einen solchen 
Punkt H, von A zu, welcher von ihm eine das Doppelte der kleinst- 
méglichen nicht iibersteigende Entfernung besitzt, und setzen den Wert 
der zu bestimmenden Funktion F' in H gleich ihrem schon bekannten 
Werte in H,. Um weiter den Wert von F in einem willkiirlichen Punkte P 
von A’, welches dem Innern oder der Grenze des Grundsimplexes 8 von £ 
angehért, zu bestimmen, verfahren wir folgendermafen: P ist Schwerpunkt 
von gewissen in den Eckpunkten E,, ---, E,,, von 8 konzentrierten posi- 
tiven Massen u,,---, w,,,- Wenn die dem obigen gemiB in F,,---, E,., 
bestimmten Werte von F der Reihe nach gleich g,,---, m,,, sind, 50 
h Py Pmas Mas | 
Bye Hass 


setzen wir den Wert von F in P gleic Hiermit 
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ist der Wert von F in jedem Punkte sowohl von A wie von A’, mithin 
in jedem Punkte des Raumes festgelegt. 

Der Stetigkeitsbeweis braucht nur fiir einen willkiirlichen Punkt K 
der Begrenzung von A gefiihrt zu werden. Zu diesem Zwecke wihlen 
wir eine beliebig kleine positive Zahl «,. Alsdann existiert eine solche 
mit «, gegen Null konvergierende positive Zahl <,, daB in jedem in einer 
Entfernung < « von K liegenden, zu A gehérigen Punkte der Wert von 
f um einen absoluten Betrag < «, von f(K) verschieden ist, und eine 
solche mit «, gegen Null konvergierende positive Zahl «,, daB jedes 8,, 
welches in seinem Innern oder auf seiner Grenze einen in einer Entfernung 
<«, von K liegenden Punkt enthialt, ganz innerhalb einer Entfernung 


< 1s von K gelegen ist, mithin nur solche Werte von F’, welche von 
F(K) um einen absoluten Betrag < «, verschieden sind, aufweisen kann, 
so daB in jedem in einer Entfernung <«, von K liegenden Punkte des 
Rawumes der Wert von F wm einen absoluten Betrag < «, von F(K) ver- 
schieden ist. 








L. J 
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Lebesguesches Ma8 und Analysis Situs. 
Von 
L. E. J. Brouwer in Amsterdam. 


Zweck des vorliegenden Aufsatzes ist, fiir das Lebesguesche Ma6 die 
volistandige Abwesenheit von fiir die Analysis Situs invarianten Kigen- 


schaften darzutun.*) Die Beweisfiihrung, welche fiir den linearen Fall noch ° 


keinerlei Schwierigkeiten bietet**), beschrinkt sich im folgenden auf ebene 
Paunktmengen; doch lift sich, wie ich glaube, die hier angewandte Me 
thode ohne prinzipielle Anderungen auf Punktmengen des »-dimensionalen 


Raumes fibertragen. 


§ 1. Ableitung eines Hilfssatzes. 


Wir denken in der Ebene ein rechtwinkliges Koordinatensystem, ver- 
stehen unter einer Breitelinie b, , ,,... (bzw. unter einer Lingelinie /, , , . 
eine gerade Linie, welche der X-Achse (bzw. der Y-Achse) parallel ist und 
von ihr eine im ternalen System gemessene positive Entfernung 0, «,a,a,--- 
besitzt, und betrachten eine nirgends dichte abgeschlossene Punktmenge (, 
welche ganz zum von den Liingelinien j, und /, und den Breitelinien 4, 
und }, begrenzten abgeschlossenen Quadrate k gehirt, aber weder von /, 
noch von /, Teilsegmente enthiilt. Wir wiahlen eine solehe Fundamental- 
reihe ¥,, %,,°-* von positiven Zahlen <1, daB das unendliche Produkt 

*) Man vergleiche folgende AuSerung Borels, welche mir auf eine entgegen- 
gesetzte Vermutung hinzuweisen scheint: ,,Les ensembles qui ne sont pas de mesure 
nulle sont formés d’une matiére simple, avec des ensembles continus positifs ou né- 
gatifs: ils sont hétérogenes au continu; les ensembles de mesure nulle peuvent’ étre, 
au contraire, sensiblement homogénes au continu, c’est-i-dire identiques 4 eux-mémes 
dans des intervalles aussi petits que l'on veut ... la notion d’ensemble de mesure 
nulle est primordiale“ (Bull. Soc. Math. de France 41 (1913), S. 17). 

“*) Beispiele topologischer Aquivalenz von linearen Nullmengen und Komplemen- 
tarmengen vow*Nullmengen finden sich u, a. in einem Schreiben von mir an Herrn 
Blumenthal aus ‘dem Jahre 1913; doch waren solche damals auch anderen Mathe- 
matikern, z. B. Herrn Bohl, bekannt; das erste in der Literatur auftretende Beispiel 
dirfte sich finden bei Carathéodory, Vorlesungen iiber reelle Funktionen, § 337. 
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ie —1,) nicht verschwindet, und das unendliche Produkt JJ (1 + »,) 


einen endlichen Wert besitzt, und nehmen mit dem Quadrate k der Reihe 
nach eine Fundamentalreihe 1,, 1t,,--- von eineindeutigen und stetigen 
Transformationen vor, welche alle Breitelinien nebst J, und 1, in sich tiber- 
fiihren, und im folgenden niiher definiert werden sollen. 

Definition von t,. Wir bezeichnen mit s,, s, und s, die Streifen, 
in welche / durch b, und b, zerlegt wird, und bestimmen eine endliche 
Folge ¢,, G2, 4s, °°* vou mit k homothetischen und keinen Punkt von C 
enthaltenden Quadraten, welche abwechselnd zwischen ), und b, und 
zwischen b, und b, liegen, wihrend ihre Mittelpunkte wachsende Abszissen 
besitzen, keine Liingelinie zwei q, trifft, der erste Mittelpunkt auf /, und 
der letzte auf 1, gelegen ist, und fiir jedes » der Abstand der Schnitt- 
punkte der Lingelinien durch die Mittelpunkte von g, und q,,, mit einer 
willkiirlichen Breitelinie weniger als «¢, betriigt. Der Minimalwert der 
Seitenliingen der qg, sei ¢,. Die Schnittpunkte derjenigen beiden Linge- 
linien, welche g,,_, in drei kongruente Rechtecke zerlegen, mit b, bzw. 
b, bezeichnen wir mit A,,_, und B,,_, bzw. O,,_, und D,,_,. Die 
Schnittpunkte derjenigen beiden Langelinien, welche g,, in drei kongruente 
Rechtecke zerlegen, mit ), bzw. 6, bezeichnen wir mit F,, und F,, baw. 
G,, und H,,. Sodann verstehen wir unter den Hauptlinien zweiter Ord- 
nung die Streckenziige B,,_, D,,_, #,,G,, und H,, Fy, Cy, ,; Ag, 4, nebst 
den in J, und /, enthaltenen Seiten von k. Zerlegen wir die zwischen zwei 
bestimmten aufeinanderfolgenden Hauptlinien zweiter Ordnung enthaltenen 
Teilstrecken von Breitelinien in je zwei Segmente, welche auf jeder Breitelinie 
dasselbe Verhiltnis aufweisen, so nennen wir den geometrischen Ort der Teil- 
punkte eine Léngelinie zweiter Ordnung. Diejenige Lingelinie z weiter Ordnung, 
welche b, im selben Punkte wie /, , ,.... trifft, bezeichnen wir mit Pian, 
und bestimmen t, durch die Eigenschaft, da sie das in k liegende Segment 
von |, ,,,... fiir jede Wahl der a, in ,/,,,,... tiberfiihrt. Durch geeig- 
nete Wahl von «, sorgen wir dafiir, daB fiir jede Wahl von a, die 
zwischen ,/, und /, ,, enthaltene Teilstrecke einer willkiirlichen Breite- 


= e - 1 ° 
linie zwischen | (1 —y,) und —(1+-4,) liegt. 
a) 0 . 


Definition von r,. Sei m, eine solche positive ganze Zabl, dab fiir 
jede Wahl von a,, ay,---, @,, die zwischen ,/, und ,/ 


> “*¢ ‘ 
Me om "Mt, — 1' tm, +1) 


enthaltene Teilstrecke einer willkiirlichen Breitelinie < ; ist. Wir be- 
zeichnen mit 8,5, 8,;, 8,9 die Streifen, in welche s, durch b,, und },, 
zerlegt wird, und bestimmen in jedem s, eine endliche Folge ws pes 
us, °°* Yor mit k homothetischen und keinen Punkt von C enthaltenden 
Quadraten, welche abwechselnd zwischen b,, und b,, und zwischen b,, 
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und b,,, liegen, wiihrend die Lingelinien zweiter Ordnung durch ihre 
Mittelpunkte b, in Punkten mit wachsenden Abszissen treffen, keine Liinge- 
linie zweiter Ordnung zwei ,q, trifft, der erste Mittelpunkt auf /, und der 
letzte auf J, gelegen ist, und fiir jedes » der Abstand der Schnittpunkte 
der Langelinien zweiter Ordnung durch die Mittelpunkte von ,g, und 
.4+4;, mit einer willkiirlichen Breitelinie weniger als <«, betrigt. Der 
Minimalwert der Seitenliingen der .g,, wenn wir sowohl u wie v variieren 
lassen, sei €,. Die Schnittpunkte derjenigen beiden Lingelinien zweiter 
Ordnung, welche die der X-Achse parallele Mittellinie von .g,,_, in drei 
gleiche Stiicke zerlegen, mit 6, bzw. b,, bezeichnen wir mit ,A,,_, und 
,Be,_, baw. ,C,,_, und _D,,_,. Die Schnittpunkte derjenigen beiden 
Langelinien zweiter Ordnung, welche die der X-Achse parallele Mittel- 
linie von ,g,, in drei gleiche Stiicke zerlegen, mit b,, baw. b, ,, bezeich- 
nen wir mit .F,, und _F,, baw. ,G,, und ,H,,. Sodann verstehen wir 
unter den Teilhauptlinien dritter Ordnung von s,, die Streckenziige ,B,,_, 
ey —1 lies wv Ge, und Ay, Fs, Coy: ~Ae,41 nebst den in J, und J, ent- 
haltenen Seiten von s,. Zerlegen wir die zwischen zwei bestimmten auf- 
einanderfolgenden Teilhauptlinien dritter Ordnung von s,, enthaltenen Teil- 


strecken von Breitelinien in je zwei Segmente, welche auf jeder’ Breite- 


“ 


linie dasselbe Verhiltnis aufweisen, so nennen wir den geometrischen Ort 
der Teilpunkte eine Teilldngelinie dritter Ordnung von s,. Unter einer 
Léngelinie dritter Ordnung verstehen wir einen aus Teillingelinien dritter 
Ordnung der verschiedenen s, zusammengesetzten, ), und b, verbindenden 
Streckenzug. Diejenige Langelinie dritter Ordnung, welche }, im selben 
Punkte wie l pee trifft, bezeichnen wir mit ,/ 
durch die Eigenschaft, daB sie ,/ 


«,a,2,--. Und bestimmen rt, 
fiir jede Wahl der a, in ,/ 


ty A, 4, S" dy Ge dy 


iiberfihrt. Wir wihlen , & <5 €&,, und sorgen weiter durch geeignete 
Wahl von «, dafiir, daB fiir jede Wahl von a,, a,,---, a, das Verhiiltnis 
und ,/ 


+1) enthaltenen Teilstrecke 
einer willkiirlichen Breitelinie und der zwischen ,J, | und 


’ a 
M,—1 "ig 


von der zwischen ,/ 
3'a,---4 —1%m, "Om, 1 \em, 


es enthaltenen Teilstrecke derselben Breitelinie zwischen 
24° + Om, —1 (4m, 1 


1 — ny, und 1 + 9, liegt. 
Definition von t,. Sei m, eine solche positive ganze Zahl > m,_.,, 
daB fiir jede Wahl von a,,a,,---,a@,, die zwischen ,/ und 


m WM dy-*+a ae 
n m,—1%m, 


enthaltene Teilstrecke einer willkiirlichen Breitelinie 


m a&*** 


1 
<F 


in welche s, 


“m,—-1 (4m, +1 
ist. Wir bezeichnen mit s, 


1 ++, 40? Pp, tig — 11? Fey -++ ty 


_,2 die Streifen, 
,2 zerlegt. wird, und 


£ i» y+ ui, 142? 


“Mn — 


durch b,. inaiae und b,... 


“ft 
‘a= 


bestimmen in jedem a eine endliche Folge , __, 
n— i n 











My 


al 


“ 





Lebesguesches Mai und Analysis Situs 215 


148° °° * You mit k homothetischen und keinen Punkt von C ent- 


haltenden Quadraten, welche abwechselnd zwischen b, Hip 70 UNE By... eg 1 


und zwischen },, ,2 und b,. .. ; liegen, wihrend die Langelinien 
a— i . 


u "My —1 


n‘* Ordnung durch ihre Mittelpunkte 5, , m Punkten mit wachsen 


trifft, 
der erste Mittelpunkt auf /, und der letzte auf /, gelegen ist, und fiir jedes v 
der Abstand der Schnittpunkte der Liangelinien n”* Ordnung durch die Mittel- 
punkte von, g, und ,...4 G41 mit einer willkiirlichen Breitelinie 


weniger als <, betriigt. Der Minimalwert der Seitenlingen der...» 


‘My 


den Abszissen treffen, keine Liingelinie »** Ordneng zwei 


{ye * My 1% 


wenn wir sowohl » wie die mw, variieren lassen, sei €. Die Schnittpunkte 
derjenigen beiden Lingelinien n‘* Ordnung, welche die der X-Achse 
parallele Mitiellinie von 


j++, f2r-1 im drei gleiche Sticke zerlegen, 


mit b . » baw. b , bezeichnen wir mit , _. A,,_, und 
My 1 “ Un 1 My My J ’ 
B,,_, baw. Y, CG... oma... D,,_,- Die Schnittpunkte 
fant © i —= '— ty May 2? 
dexjenigen beiden Liangelinien n** Ordnung, welche die der X-Achse 
parallele Mittellinie von ,.., @:, in drei gleiche Stiicke zerlegen, mit 
oo 

b , bzw. b. . bezeichnen wir mit E.. ond... F, 
My My 12 My ty 13 My M_e—. 2 My Mei 29 
bew. y....u, , er Und ,..., Ay, Sodann verstehen wir unter den Teil- 

4 a> - 1 a- 

* A tes : . " ~ a ale conan tt > 
hauptlinien (n +1)" Ordnung von s,....,._, die Streckenziige ,, a : 
My Mt, Pr, 1 wm ‘ 2 ys ** My G2, und Myer ing ne 

Cf x A,,,, nebst den in J, meh 1, enthaltenen Seiten 
“ Un 1 av “ Me} 4 Tt 
ae Zerlegen wir die zwischen zwei bestimmten aufeinander- 
Lae | “A . 
folgenden Teilhauptlinien (n+ 1)*" Ordnung von s enthaltenen 


ee 
Teilstrecken von Breitelinien in je zwei Segmente, welche auf jeder Breite- 
linie dasselbe Verhiiltnis aufweisen, so nennen wir den geometrischen Ort 
der Teilpunkte eine Teilliingelinie (n +1)” Ordnung von s,, .. - Unter 
einer Léngelinie (n +1)" Ordnung verstehen wir einen aus Teillaingelinien 
(n+ 1)** Ordnung der verschiedenen s,._,/_ , zusammengesetzten, b, und 


b, verbindenden Streckenzug. Diejenige Liingelinie (w+ 1)** Ordnung, 
» a ) 
welche }, im selben Punkte wie/, , ,.... trifft, bezeichnen wir mit ,, ,/, 4.4, 


und bestimmen +, durch die Eigenschaft, daB sie ,J, ,.,,... fiir jede Wahl 
der a, in l iiberfiihrt. Wir wihlen 


n+ 1" a, G4, 


vy S / vis 1 .- A. ot 
&,<\5 §.—1(< ~ 943 2n-2 a @** +S 3 de < gn-ih) 


2 : 3% 
und sorgen weiter durch geeignete Wahl von «, dafiir, dab fiir jede Wahl 


g 
VON @,, M.,°-*; &», das Verhaltnis von der zwischen und 


‘a 14 
m,—1 %my, 


/~ 3) enthaltenen Teilstrecke einer willktirlichen Breitelinie 


m, — 1'%n 


a+ : 
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enthaltenen Teil- 


. a 
we, “-,, - 1% 


a 


und der zwischen ,/ und ij on 
nm 


m,—1iam,, 
strecke derselben Breitelinie zwischen 1 — 1, und | + 7, liegt. 

Die Limestransformation von f,, t,- T., T° T.* T;, °** ist eime eimein- 
deutige und stetige Transformation tr des Quadrates k in sich, welche das 


in k liegende Segment von / fiir jede Wahl der a, in einen solchen 


@, Gay 
b, und 6, verbindenden und jede Breitelinie nur in einem Punkte treffenden 
einfachen Kurvenbogen ,/,, ,.... liberftihrt, daB fiir jede Wahi von m und 


den w, innerhalb des Streifens s,,, zum Innern eines Quadrates ,,,... «4s 


gehérige, also auBerhalb ( liegende Punkte dieses Kurvenboyens liegen. 
Mithin enthilt C von keinem Kurvenbogen ,/,,,... einen Teilbogen, so 
daB die zu t reziproke Transformation die Menge C in eine nirgends 
dichte abgeschlossene Punktmenge (" iiberfiihrt, welche von keiner Linge- 


hnie /, ein Segment enthilt. Mit anderen Worten, wir haben be- 


@, 4, 
wiesen: 

Hilfssatz: Sei PQRS ein abgeschlossenes Quadrat, wii C eme um 
diesem Quadrat enthaltene nirgends dichte abgeschlossene Punktmenge, 2 
welcher kein Seyment von QR oder PS gehirt; es existiert eine eineindeutige 
und stetige Transformation des Quadrates in sich, welche jede (uadratseite 
und jeden der Seite PQ parallelen Querschnitt des Quadrates invariant lat, 
und C in eine Punktmenge C’ iiberfiihri, welche kein der Quadratseite QR 
parallcles gerades Liniensegment enthdilt. 


$2. Der Inhalt der abgeschlossenen Punktmengen. 


Wir denken wieder im abgeschlossenen Quadrate k mit den Kek- 
punkten P, Q, R, S (von denen Q im Koordinatenanfangspunkt, / auf der 
X-Achse und R anf der Y-Achse liegt) eine nirgends dichte abgeschlossene 
Punktmenge C, zu welcher kein Segment von QF oder PS gehért und 
bestimmen nach § 1 eine eineindeutige und stetige Transformation rt von 
k im sich, welche alle geraden Linienseymente y = c nebst den Quadrat- 
seiten =O und =1 and allen Punkten der Quadratseite y= 0 in- 
variant laBt, und ( in eine Punktmenge (” iiberfiihrt, welche kein gerades 
Liniensegment z=+ enthilt. Die Entfernung, welche ein willkiirlicher 
Punkt von k von C’ besitzt, bezeichnen wir mit g. Alsdann ist 9 eine 
sich tiber / erstreckende stetige, nirgends negative Funktion von « und y, 
welche in allen Punkten von C’, aber sonst nirgends verschwindet. Wir 


setzen 


[ e(ay)dy 
0 
fe xy dy 


v 
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definieren eine eineindeutige und stetige Transformation rt” von-k in sich, 
welche ©” in eine solche nirgends dichte abgeschlossene Punktmenge C” 
iiberfiihrt, daB der lineare Inhalt der auf einer willktirlichen Geraden 
2 =c liegenden Teilmenge von C” verschwindet, mithin auch der ebene 
Inhalt von C” selbst verschwindet. 

Sei ¢ die durch r~'-1’~' bestimmte, die Eckpunkte invariant lassende 
Transformation der Quadratseite QR in sich, WM der Mittelpunkt von k, 
and Y, baw. R, der Schnittpunkt von M4 bzw. MR mit der Geraden 
a= 2-"-"'. Durch Projektion aus M bestimmt dann ¢ gleichzeitig eine 
Transformation des geraden Liniensegmentes .Q, 2, in sich, welche einen 
willkiirlichen Punkt W, dieses Liniensegmentes in W,’ tiberfithrt. Unter 
,f, verstehen wir einen solchen Punkt von Q,R,, dab der Schnittpunkt 


der geraden Linie M,R, mit der Y-Achse eine Ordinate besitzt, und 


on 
- 


betrachten ein Trapezium (Jt, 8, o,R,.; 2,.2h8,,,- Sei Z die Mitte 
von .R,,,,%, und U die Mitte von ,R/,,,R,, und sei ,t, die einein- 
deutige und stetige Transformation, welche das Trapezium ,R, ,,,R, 


2 . > »} , £ " qj ; W ee > e 
saltnss gv agi, im soleher Weise in das Trapezium Rf; ,,,R/ . Ri, 


saa22%,,; tiberfiihrt, daB fiir jedes a die gerade Linie, welche die Strecken 


FR, solt,,, und ,,,R, .,9/,,, bzw. die Strecken RZ und ,R,,, 
saitt, 4, bew. die Strecken Z,,,R, und ,,,,R..19,4,22,,, mach dem 


Verhiltnis « zerlegt, in die gerade Linie, welche die Strecken _R’,,R,, 


and |, RY 5449R,,, bzw. die Strecken R/U und ,, ht’, .,4,,R/,, baw. 
die Strecken U,,,R/ und ,,,,R).. o.,94¢/,, nach dem Verhiltnis a zer- 


legt, tibergeht. Bei Variierung von » und a bestimmen die verschiedenen 
.t, eine eineindeutige und stetige Transformation te, der abgeschlossenen 
Dreiecksfliche MQE in sich, bei welcher die Quadratseite QR der Trans- 
formation ¢ unterliegt, und die zur Dreiecksfliche gehérige Teilmenge von 
C” in eine nirgends dichte abgeschlossene Punktmenge vom Inhalt Null 
fibergeht. Wenn wir in analoger Weise tzs und tps definieren, so ge- 
langen wir zu einer eineindeutigen und stetigen Transformation t” von k 
in sich, bei welcher der Quadratumfang derselben Transformation wie bei 
t”-!.¢’-! unterliegt, und C” in eine nirgends dichte abgeschlossene Punkt- 
menge C”’ vom Inhalt Null iibergeht. 

Betrachten wir nun die Transformation 1-1”. 1’, so stellt sich fol- 
gende Eigenschaft heraus: 


Satz 1: Sei PQRS ein abgeschlossenes Quadrat, und UC eine in diesem 
Quadrat enthaltene nirgends dichte abgeschlossene Punktmenge, zu welcher 
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kein Segment von QR oder PS gehiirt: es existiert eine eimeindeutige und 
stetige Transformation des Quadrates in sich, welche jeden Punkt des Quadrat- 
umfanges invariant liBt und C in eine Punktmenge vom Inhalie Null 
iiberfiihrt. 

Sei nun C, eine villig willkiirliche in & enthaltene nirgends dichte 
abgeschlossene Punktmenge. Dann existiert ein Ordnungstypus *o + @ 
von der Y-Achse parallelen, links gegen QR und rechts gegen PS kon- 
vergierenden geraden Querschnitten 

--5 Bio LL», K_,L.,, Kale, E,L,,. Kl, --- 

von k, welche keine zu C, gehérige Segmente enthalten.*) Auf Grund 
von Satz 1 gibt es fiir jedes » eine eineindeutige und stetige Transfor- 
mation ¢, des abgeschlossenen Reckteckes K,L,L,,,K,,, in sich,’ welche 
jeden Punkt seines Umfanges invariant liBt, und die zu ihm gehérige 
Teilmenge ,C, von C, in eine Punktmenge ,C,’ vom Inhalt Null tber- 
fihrt. Aus der Betrachtung der Vereinigung der verschiedenen Trans- 
formationen ¢, ergibt sich sodann folgendes Resultat: 

Satz 2: Sei k ein abgeschlossenes Quadrat und C, eine in k enthaltene 
nirgends dichte abgeschlossene Punktmenge; es existiert eine eineindeutige und 
stetige Transformation von k in sich, welche jeden Punkt des Quadratum- 
fanges invariant laipt und C, in eine Punktmenge vom Inhalt Null iiberfiihrt. 


r 


Wir nehmen nunmehr an, daB die dem Innern von k angehérige Teil- 
menge von C, nicht-abzihlbar“ist. Alsdann liegt im Innern von k eine 
perfekte punkthafte Teilmenge C, von C,, und kann man im Innern von 
k eine einfache geschlossene Kurve y konstruieren, welche C, als Be- 
standteil enthalt.**) Sei « eine beliebige zwischen 0 und 1 liegende posi- 
tive Zahl, so kann man im Innern von k eine einfache geschlossene ,,nicht- 


: , , : 1 = 
quadrierbare* Kurve y’ konstruieren, deren Inhalt > 1 — he ist***), und 


auf y eine solche punkhafte perfekte Punktmenge C’ bestimmen, daB das 
Mab der Komplementirmenge von C’ auf 7’ < : é, mithin der Inhalt von 


G’>1—e ist. Zwischen C, und C’ laBt sich eine eineindeutige und 
stetige Beziehung herstellen; diese laBt sich zu einer eineindeutigen und 
stetigen Beziehung zwischen y und »’, und letztere sich zu einer einein- 


*) Sei niimlich a,, a,,a,,--- eime Folge von gegen Null konvergierenden posi- 
tiven Zahlen. Diejenigen Werte von x, zu denen in C, enthaltene, der Y-Achse 
parallele gerade Liniensegmente >a, gehdren, bilden fiir jedes » eine nirgends dichte 
abgeschlossene Menge o,, und die Komplementiirmenge von S{¢,, 6,,---} ist iiberall 
dicht zwischen 0 und 1. 

**) Schoenflies, Bericht tiber die Mengenlehre II, S. 258, 259. 
**) Ibid. S. 257. 
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deutigen und stetigen Transformation von k& in sich erweitern*), bei 
welcher jeder Punkt des Quadratumfanges invariant bleibt. D. h. wir haben 
bewiesen: ‘ 

Satz 3: Sei k ein abgeschlossenes Quadrat der Seitenliinge 1, und C, 
eine in ik enthaltene, im Innengelbiete von k nicht-abzihlbare nirgends dichte 
abgeschlossene Punktmenge; es existiert eme eineindeutige und stetige Trans- 
formation von k in sich, welche jeden Punkt des Quadratumfanges invariant 
lapt und C, in eine Punktmenge, deren Inhalt dem Werte 1 beliebig nahe 
kommt, iiberfiihrt. 

Wir fassen das Ergebnis dieses Paragraphen wie folgt zusammen: 

Theorem 1: Sei k eim abgeschlossenes Quadrat der Seitenliinge 1, und 
( eine in k enthaltene, im Innengebiete von k nicht-abzéhlbare abgeschlossene 
Punktmenge: bei den eineindeutigen und stetigen Transformationen von k in 
sich schwankt der Inhalt der Punktmengen, in welche C iibergeht, zwischen 
0 (inklusive) und 1 (exklusive), wenn C nirgends dicht ist; zwischen 0 (ex- 
klusive) und 1 (exklusive), wenn C weder nirgends dicht noch iiberall dicht ist. 


» 


$ 3. Das MaB der inneren und iuBeren Grenzmengen. 

Wir denken das abgeschlossene Quadrat k zerlegt in eine iiberall 
nicht-abzaihlbare iiuBere Grenzmenge C und eine innere Grenzmenge J. Sei 
C= S(C,, C,, C,,--+), wobei die abgeschlossene Punktmenge C, fiir jedes 
vy in der abgeschlossenen Punktmenge C,,, enthalten ist, und sei J, die 
Komplementiirmenge von C, in k. 

Wir zerlegen k in vier kongruente homothetische Teilquadrate, mit 
jedem der letzteren nehmen wir die gleiche Zerlegung vor, und fahren in 
dieser Weise unbeschrankt fort. Alle so entstehende Teilquadrate von k 
werden wir als Quadrate x bezeichnen. Wir definieren nun eine Funda- 
mentalreihe t,, t,,--- von eineindeutigen und stetigen Transformationen 
von k wie folgt: 

Definition von 1,. Sei C, eine im Innengebiete von k nicht-ab- 
vahlbare Punktmenge. Auf Grund des Satzes 3 von §$ 2 definieren wir 
t, als eine eineindeutige und stetige Transformation von k in sich, welche 
jeden Punkt des Umfanges von / invariant la8t und C, in eine Punkt- 


menge mit Inhalt > — itiberfihrt. Die Punktmenge, in welche C, baw. J, 
durch 1, tibergefiihrt wird, bezeichnen wir mit C,’ baw. J,’ 
Definition von t,. Wir zerlegen J;, in solcher Weise in als x, zu 


bezeichnende Quadrate x, deren GréBe bei Konvergenz gegen C;, aber auch 


*) Schoenflies, Bericht tiber die Mengenlehre II, S. 209—212. Vgl. auch meine 
Bemerkung dazu in Math. Ann. 68, 8. 427, 428. 
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nur dabei unbeschrankt abnimmt, daB zwei willkiirliche Punkte von k, 


deren Entfernung 23 ist, durch tr, in zwei nicht zum selben x, gehérige 


Punkte iibergefiihrt werden. Sodann wihlen wir eine endliche Menge von 
als x, zu bezeichnenden Qaadraten x, aus, deren Gesamtinhalt mehr als 
7 des MaBes von J,, betriigt. Sei (':, eime im Innengebiete jedes x, 


> 


nicht-abzahlbare Punktmenge. Auf Grund des Satzes 3 von § 2 definieren 
wir t, als eine eineindeutige und stetige Transformation von k in sich, 
welche jeden Punkt der Umfiinge der x,’ und jeden auBerhalb der <x,’ 
liegenden Punkt invariant laBt und C/, in eine Punktmenge iberfihrt, 


deren Inhalt innerhalb jedes x,’ mehr als : des .Inhaltes dieses x,’ be- 


trigt. Die Punktmenge, in welche (,’ bzw. J,’ durch +, tibergefiihrt wird, 
bezeichnen wir mit (,” baw. J,”. 


Definition von t,. Wir zerlegen J, in soleher Weise in als 


—1 
x, zu bezeichnende Quadrate x, deren GréBe bei Konvergenz gegen ee: 


4 
Gy —1 


aber auch nur dabei unbeschrankt abnimmt, dab jedes x, in einem x,_, 


enthalten ist und zwei willkiirliche Punkte von /&, deren Entfernung 
1 


> on, ist, durch t,-1,---t,_, in zwei nicht zum selben x, gehédrige 


Punkte iibergefiihrt werden. Sodann wiahlen wir eine endliche Menge von 
als x’ zu bezeichnenden Quadraten x, aus, deren Gesamtinhalt mehr als 


3 n—1) a = n—! ° . . . 

; des MaBes von J,’ "| betrigt. Sei Cy.” eine im Innengebiete jedes 
x, nicht-abzihlbare Punktmenge. Auf Grund des Satzes 3 von § 2 defi- 
nieren wir rt, als eine eineindeutige und stetige Transformation von k in 


sich, welche jeden Punkt der Umfiinge der x; und jeden auBerhalb der 
x; liegenden Punkt invariant liBt und Cy.~" in eine Punktmenge tiber- 
fihrt, deren Inhalt innerhalb jedes x,’ mehr als : des Inhaltes dieses 


x. betrigt. Die Punktmenge, in welche C®~" bzw. J“~-" durch t, tiber- 
gefihrt wird, bezeichnen wir mit C\ bzw. J. 

Die Limestransformation von 1,, t,-,, T,* T,: T,°*° ist eime einein- 
deutige und stetige Transformation rt des Quadrates / in sich, welche C 
in eine diuBere’Grenzmenge vom Mab 1 und / in eine innere Grenzmenge 
vom Mab 0 iberfiihrt. Wir formulieren mithin: 

Satz 4: Sei k ein abgeschlossenes Quadrat der Seitenlinge 1, welches 
in eine iiberall nicht-abzdhlbare duBere Grenzmenge C und eine innere Grenz- 
menge I zerlegt ist; es existiert eine eineindeutige und stetige Transformation 
von k in sich, welche C in eine Punktmenge vom MaB 1 und I in eine 
Punktmenge vom Mag © iiberfiihrt. 
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Wir denken nunmehr & zerlegt in eine iuBere Grenzmenge C und 
eine tiberall dichte innere Grenzmenge J. Sei wieder C = S(C,, C,, C,,---), 
wobei die abgeschlossene Punktmenge C, fiir jedes » in der abgeschlosse- 


nen Punktmenge C enthalten ist, so ist jedes (’, nirgends dicht. Sei 


¥+1 
wieder J, die Komplementirmenge von C, in i 

Wir definieren in folgender Weise eine Fundamentalreihe r,, r,, 1,, -- 
von eineindeutigen und stetigen Transformationen von /: 

Definition von t,. Auf Grund des Satzes 2 von § 2 definieren wir 
t, als eine eineindeutige und stetige Transformation von k in sich, welche 
jeden Punkt des Umfanges von / invariant li8t und C, in eine Punkt- 
menge vom Inhalt Null itiberfiihrt. Die Ponktmenge, in welche C, bzw. 
I, durch 1, iibergefiihrt wird, bezeichnen wir mit C, baw. J). 

Definition von t,. Wir zerlegen J,’ in solcher Weise in als x, zu 
bezeichnende Quadrate x, deren GréBe bei Konvergenz gegen C,’ aber ° 
auch nur dabei unbeschriinkt abnimmt, da’ zwei willkiirliche Punkte von 


. <a oe . , , 
k, deren Entfernung >-; ist, durch rt, in zwei nicht zum selben x, ge- 


hérige Punkte tibergefiihrt werden. Auf Grund des Satzes 2 von § 2 defi- 
nieren wir t, als eine eineindeutige wnd stetige Transformation von k in 
sich, welche jeden Punkt von C,’ und jeden Punkt der Umfange der x, 
invariant liBt und C,’ in eine Punktmenge iiberfiihrt, welche innerhalb 
jedes x, vom Inhalt Null ist. Die Punktmenge, in welche ('’ bzw. I,’ 
durch r, iibergefiihrt wird, bezeichnen wir mit C,” baw. J,” 
— ye u—1) - atk ° 

Definition von r,. Wir zerlegen I" |’ im solcher Weise in als x, 
vn —1) 
n—1 
aber auch nur dabei unbeschrinkt abnimmt, dab jedes x, in einem ~z,_, 


“ 


zu bezeichnende Quadrate x, deren GréBe bei Konvergenz gegen ( 


enthalten ist und zwei willkiirliche Punkte von &, deren Entfernung 


sa; ist, durch 1,-1,---7,_, im zwei nicht zum selben z, gehiérige 
Punkte iibergefiihrt werden. Auf Grund des Satzes 2 von § 2 definieren 
wir t, als eine eineindeutige und stetige Transformation von / in sich, 


} 


welche jeden Punkt von ity und jeden Punkt der Umfiinge der x, in- 
variant lat und (~" in eine Punktmenge iiberfiihrt, welche innerhalb 
jedes x, vom Inhalt Null ist. Die Punktmenge, in welche C\"~" baw. 
I*-) durch t, tibergefiihrt wird, bezeichnen wir mit C™ baw. I. 

Die Limestransformation von t,, t,- 7, T,* T° Ts, °° ist eine einein- 
deutige und stetige Transformation t des Quadrates k in sich, welche C 
in eine iuBere Grenzmenge vom Maf 0 und J in eine innere Grenzmenge 
vom Ma8 1 iiberfiihrt. Wir formulieren mithin: 

Satz 5: Sei k ein abgeschlossenes Quadrat der Seitenlénge 1, welches 
in eine GuBere Grenzmenge C und eine iiberall dichte innere Grenzmenge I 
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zerlegt ist; es existiert eine eineindeutige und stetige Transformation von k 
in sich, welche C in eine Punktmenge vom Map 0 und I in eine Punktmenge 
vom Ma 1 iiberfiihrt. 

Das Ergebnis dieses Paragraphen kann wie folgt zusammengefabt 
werden: 

Theorem 2: Sei k ein abgeschlossenes (uadrat der Seitenlidnge 1, 
welches in eine im Innern von k nicht-abzihlbare duBere Grenemenge C und 
eine im Innern von k nicht-absihibare innere Grenemenge I zerlegt ist; bei 
den eineindeutigen und stetigen Transformationen von k in sich schwankt 
dap MaB der Punktmengen, in welche I iibergeht, zwischen 0 (inklusive) 
und 1 (inklusive), wenn I iiberall dicht und C iiberall nicht-abzdhlbar ist; 
zwischen 0 (inklusive) und 1 (exklusive), wenn I nicht iiberall dicht, aber 
C iiberall nicht-abzihlbar ist; zwischen 0 (exklusive) und 1 (inklusive), wenn 
I tiberall’ dicht, aber (' nicht iiberall nicht-abzihlbar ist; zwischen 0 *(ex- 
klusive) und 1 (exklusive), wenn weder I iiberall dicht noch C iiberall nicht- 
absdhlbar ist. 
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Gebietsdeterminanten. 


Von 


Leopotp Léwennem in Berlin-Lichtenberg. 


§ 1. Die Auflésung linearer Gleichungen. 


Im folgenden setze ich als bekannt voraus meine Abhandlung ,,Uber 
Transformationen im Gebietekalkul* im 73. Band dieser Zeitschrift, 5S. 245 
bis 272, die ich kurz mit ,,Tr.“ zitieren werde.. Ich werde mich auch der 
dort angewandten Bezeichnungen bedienen. Vorliegende Abhandlung ist 
gewissermaBen die Fortsetzung von jener. 

Gegeben sei ein System linearer Gebietsgleichungen 
My, % + Ay %+++> +4, 2, = 5, 
flay Ly + Ugg Mo +--+ +4, =, 
mm Tt 4g %y + ''*+ + 4,,,%,= b 

Wir wollen die Eliminationsresultante und die Auflésung nach den 
x ermitteln. 

Aus (1) folgt a,, 2, <b,, also x, <@,, +5, fiir beliebige 4, also 


, 

auch x, < Jf (a,,+5,). Wir kénnen daher setzen 

(2) Ly = §. I1G,,, +, = 1,2,+++, nt), 
4 

wo die & noch zu ermitteln sind. Setzt man (2) in (1) ein, so lassen 


sich diese Gleichungen, da 


a I (a,,,+ b = a,, 6, Lf a i +b.) 
4 


Acex 


ist, auf die Form bringen 


b, <= Gy, 1G, ty b,)§, + Ay Ia, + b, Se veo aa M4, +b, ES, 
Atel 4x1 Al 

b, < ay, MlG,, + h:)B, + Aye L]\G,. + ,)é, + sorb lly, TNG,,, +»). 
3) " Jae? ; a te +2 





b,,* Ont Ia, % b, )E, + 4,,s Ka,, ‘2 b)és T°**' T Ag, Mhta,, y b,)é,,- 


ss ™ stm sem 
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Diese Gleichungen haben aber, wenn sie fiberhaupt lésbar sina, sic 1er die 
Partikularlésung §& = &,=---=—£& —1, (welche die rechten Seiten zu 


~ 


einem Maximum macht). Es folgt: 

Satz 1: Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Loisbarkeit 
von (1) ist 
(4) b« a, 114,, +b,)+ 4,. 1ha,. +h) +--++a4,, [{(a,, +hb,), 

Acex Asx eS 
(x= 1, 2,---, m). 

Das System dieser Gleichnngen (4) ist die gesuchte Eliminations- 
resultante. 

Ist nun «,,«,,--- eine Partikularlésung einer Gleichung F'(§, , &,---) 


=0, 
so lautet die allgemeine reproduktive Lésung, wie ich bewiesen habe (z. B. 
in Bd. 68 dieser Zeitschrift 5. 194, Satz 24a), 


. :; ’ 
gE =a, F(u,, te, - Vr u,, F'(uy, Us; **), 

wo die «, willkiirliche Parameter sind. In unserem Falle, wo «, = 1 Parti 

kularlisung von (3) ist, ist also einfach £ =u, + F(u,,u,,---). Nun 


geben die Gleichungen (3) vereinigt 


y Z . = <~ = ’ = 
1a, + > a:b; + Eas + >a; sb, E.)---(4,.+>, a,b, +& )=0 
z Atez Az Ax 


Die linkeSeite entspricht dem /'(é,, §,,---). Daraus kann man £, =, +F'( u,,u,,~>) 
berechnen, und (2) liefert dann die gesuchte allgemeine reproduktive 


Lésung, (da nimlich der zu £, hinzukommende Faktor JJ(a@,, + b,) die Re 


produktivitat nicht zerstért, wie man leicht zeigen kann): 


= =, % ~, 
(D) x, [Joa +b )iu.+ Ss b \a,+ Ss a.,b +H, Na+ b a,b; + i,)- 
‘ ve r “ _ 7 4 — 44: 4 - a Ase 4 - 


, a 


"= 
la - SD", b0,+- u}}. 
7H” j 4n 4 ’ a 


Asex 
Z. B. hat die Gleichung G2, + Ggf,+---+a,2,—b die Eliminations 
resultante b <a,+ a,+---+a, und die allgemeine reproduktive Lésung 


x, = (4, +b)[u, + b(a@, + %,) (@ +%,) --- (@,+%,)]. 


Wir wollen nun im Folgenden disjunkte Gebiete (und nicht nur wie 
in ,,T'r.“ disjunktive Gebiete) stets durch obere Indizes kennzeichnen, 80 
daB also m B. u', uw*, --- disjunkt sein sollen. 

Sind nun in (1) die b, disjunkt, etwa gleich }’, b*,--., b”, so wird aus (1) 


(0) a, r+ G.,%,1+-°+' +4, J = (x= 1, 2, ---, m). 


a a 








Set: 
(7) 


was 


yun 


(9), 


bar 


jun! 


(10 


wie 


(il 


den 
ode 


in 


ist 
fiir 


liel 
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Setzt man noch 


(7) ai _ ay 1/Z,, ? 
xa 2 


was in der ganzen Abhandlang gelten soll, so folgt aus Satz 1: 
Satz 2: Die Lisbarkeitsbedingung von (6) ist 


(8) b <€ai+ap+---+a% (x= 1, 2, ---, m). 


? 


Ferner ist leicht zu sehen: 
Satz 3: Das Systém (6) ist, wenn tiberhaupt lisbar, stets durch dis- 
junkte x, lisbar, z. B. durch 
| | ~e 
(9) 2,= S arb’, x, S a azb*, 13> > a* 050%", +++, 2, = > Gi* G%---@* ,a*b*. 
$ 4 3 33 n io me. n—i''n 
4 x a“ 7 
Satz 4: Sind in (6) die b” disjunktiv, so ist (6), wenn iiberhaupt lis- 
bar, stets durch disjunktive x 


4 


lisbar. Die allgemeine reproduktive dis 
junktive Lésung liBt sich nimlich in der Form geben 


7 
2, = > bau + Gu? + a aiu® + --- + Ga5--- au"), 
7 
| 
: S b* az (u® + azu® + aza%ut + -- + Gha% ++. Tu" 4+ Ga. a) 


a 
(10) —_ 





~ 
— 4 yt m1 Axl M7ten2 1... ae... He n—1 
nt ane a*(u a, 7a, au > a,as a,-14 y 
Z 
+ 


wie man leicht verifizieren kann. 
Satz 5: Jede Lisung von (6) befriedigg auch die Gleichungen 
in > ¥ le ee ae 
(11 a2, + G5%,+--- + a%z,=—b (x = 1, 2, ---, m), 


denn befriedigen die x, die Gleichungen (6), so ist a,2, <b, a,,2,< 
oder multipliziert a,,a,,z2,—0 fiir x +4, also a, z= 4,,4,,,%, fir 
x+4, also auch a,,z,—a,, [fa,,x, = a*x, wegen (7), wodurch (6) 
in (11) tibergeht. — 

Eine Liésung von (11) ist aber nicht immer eine von (6), wohl aber 
ist (11) lésbar, wenn (6) lésbar ist, da ja die Lésbarkeitsbedingung (8) 
fir (6) und (11) tibereinstimmt. 


§ 2. Funktionaldeterminanten. 
Im folgenden handelt es sich fir uns lediglich um die Bedingung da- 
fir, daB (1) fiir beliebige Werte der b, lésbar ist. (6) ist dann fir be- 
liebige Werte der b* lisbar. Wir setzen (vgl. (7)) 
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‘ Gy, Age Ae, ' 
(12) : = ff (ax + ag + --- + a*) 
. x 
Ont Ane es ay, n 


und bezeichnen diesen Ausdruck als die ,,Determinante des Gleichungs- 
systems (1) oder auch als die Determinante der linearen Funktionen in (1) 
oder auch als die Determinante der Matrix der a,,. Nach Satz 2, ist das 
Gleichungssystem (1) dann und nur dann fiir beliebige b, lésbar, wenn 
die Determinante der a,, gleich 1 ist, d. h. 

Satz 6: Ein System linearer Funktionen kann dann und nur dann 
beliebige Wertsysteme annehmen, wenn die aus den Koeffizienten gebildete 
Determinante gleich 1 ist. 

Aus (12), (7) folgt 


1 1 dl 
Gy, Uz a1» a, 4a, a, 
a a ser as ae a 
2) 21 22 2 ~ 3 ‘ . 
(13) ei =; ! und hieraus 
. Gyr Fs Gun a &, q,, 


Satz 7: Gleichungssystem (1) ist sugleich mit 


ly 1 a. ss ce om 
pega + a, 2, = b,, 
2 2 9 
@2+ai2z2.ctc:---+a'2¢ =b 
22 hes 2 n 2? 
(14) . 
Ma 1 mt ¢ ; 7 wh a . 
a, a, ay L ' ' a, Ln b., 


fiir beliebige b, lisbar. ’ 

Eine Matrix, deren Spaltenelemente disjunkt sind, wollen wir ein 
,»Disjunkt*, nennen. 

Wir kénnen nun auch von der Determinante eines nicht linearen 
Funktionensystems reden. Haben wir z. B. zwei Funktionen mit drei Ver- 
iinderlichen x, y, 2, etwa 


g f pial i: kee 
| P\%, ¥, 2) (> &, » “gleys» 


(15) l(a, y, 2) =[d,, d, -- +, dy] 


so kénnen wir nach der Bedingung dafiir fragen, dab @ und yw alle be- 
liebigen Wertepaare p, g annehmen kénnen. Nun sind, wie ich in ,,Tr.“ 
gezeigt habe, die Gleichungen 

(16) g(x,y, £2) =p, u(r, y,2z)=—4 


aquivalent dem Systeme 









(19 






























(19) 
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I 


Sie = [c, d,, Cd, , aeilit | C545) .y. =P, 


an pv =([¢,d,, &d,,---, eds),,, = PT, 


I 


|?" — \é, d,, &, dy, mais 5 ds) 25: Pq; 
pv = ([é,d,, Egd5,-**, CA Pq; 
und (16) ist dann und nur dann fiir beliebige p,q lésbar, wenn das System 


(" d, %, + O,d,% + +--+ 64,27, = 1", 





¢,d, 2, + &d,%,+ .--+¢,d,2, = 1°, 
(18) | 7 
eid, 3 a gd, A ele 2 ,4,%, = 9", 
€,4,%,+ €,d,%,+---+ &d,x7, =r 


fiir beliebige disjanktive Werte der r'’,r’, r*,7* durch disjunktive x, , 2, --+, L, 
lésbar ist. Dazu geniigt aber noch Satz 4, daB (18) durch irgendwelche 
(nicht notwendig disjunktive) z,, z,,---, 2, lésbar ist. Die Bedingung 
hierfiir ist nach Satz 6 (in Ubereinstimmung mit Satz 18 von ,,Tr.“) 


¢,d, tad, ¢, ds 

C,d, Cod, --+ &d 

, 1%, %@; s&s 
(19°) = 1 oder 

é,d, €,d, --- Ed, 

€,d, €,d,--- &d, 


p(1,1,1)H(1,1,1) (1,1,0)¥(1,1,0) (1,0,1) ¥(1,0,1) --- 9(0,0,0)y(0,0,0) 
oy PULL) w(1,1,1) p(1,1,0)¥(1,1,0) p(1,0,1)(1,0,1) --- 9(0,0,0)(0,0,0)) _ 
p(1,1,1)H(1,1,1) p(1,1,0)¥(1,1,0) (1,0,1) H(1,0,1) --- 9(0,0,0)¥(0,0,0)  ~ 
p(1,1,1)¥(1,1,1) (1,1,0)¥(1,1,0) (1,0,1) ¥(1,0,1) --- @(0,0,0)¥(0,0,0)| 


Diese Determinante heiBe die ,,Funktionaldeterminante* von gm und w und 
die Matrix ihrer Elemente heiBe das ,,Funktionaldisjunktiv“ von m und ¥. 
Dann gilt also 

Satz 8:, Lin System von Funktionen kann dann und nur dann be- 
liebige Wertsysteme annehmen, wenn seine F'unktionaldeterminante gleich 1 ist. 

Die Funktionaldeterminante von @ allein ist (c, +c, +---+ ¢,) 
(€,+2,+---+4,), in Ubereinstimmung mit dem _,,Zwischenwertsatz“, 
nach welchem g zwischen den Werten c,c,---c, und ¢, +¢,+---+¢ 
liegt, also genau dann beliebige Werte annehmen kann, wenn ersteres 
= 0, letzteres = 1 ist, also €, + @,+---+@,—1 unde,+¢,4+---+¢,—1, 
d. h. (e, +6, +--+ +e.) (€, +@, +--+) = 1. Die Funktionaldeterminante 
von az + bz ist (a+b)(@+5b) = ab + ab. 

Satz 9: Eine oder mehrere Funktionen geniigen dann und nur dann 
emer nicht identischen Gleichung, in der die Argumente der Funktionen 
explizite nicht vorkommen, wenn thre KF unktionaldeterminante == 1 ist. 


15* 
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Es besteht nimlich z. B. zwischen g und w die Gleichung 


f = - ant 
‘ S : cd | si 
(20) 2 ed ad > ed, > A 


fiir beliebige 2, y, z, wie man leicht mit dem Verifikationssatz bestitigt, 
und diese Gleichung ist nur dann identisch in bezug auf m und y, wenn 
die vier Koeffizienten in der eckigen Klammer einzeln = 1 sind, also auch 
ihr Produkt, d. h. nach (19’) und (12) die Funktionaldeterminante. Ist 
diese dagegen + 1, so ist (20) eine nicht identische Beziehung zwischen 
@ und y. 

Besteht umgekehrt eine nicht identische Beziehung zwischen g und 
w, so laBt sie sich bekanntlich nach dem Entwicklungssatz auf die Form 
bringen lr, s, t, u Ly= 0, 


wo r oder s oder ¢ oder u+0. Ist z.B s+0, so gestattet obige Glei 
chung, da aus ihr spy = 0 folgt, z. B. nicht die Werte m = 1, wy = 0, also 
kénnen @ und wy nicht beliebige Werte annehmen, ihre Funktionaldeter- 
minante ist also +1. Das gleiche gilt, falls r oder ¢ oder u +0 ist. Die 
Verallgemeinerung fiir mehr Funktionen und Verianderliche bietet keine 
Schwierigkeiten. 

Das Funktionaldisjunktiv von m Funktionen mit » Veriinderlichen hat 
2” Zeilen und 2" Spalten. Das Funktionaldisjunktiv linearer Funktionen 
stimmt also nicht mit der Matrix ihrer Koeffizienten iiberein, wohl aber gilt 

Satz 10: Die Funktionaldeterminante linearer Funktionen ist gleich der 
aus ihren Koeffizienten gebildeten Determinante. 

Das folgt aus dem Verifikationssatz, denn denkt man sich fiir die 
Koeffizienten Modularwerte eingesetzt, so ist nach Satz 6 fiir diese die 
Determinante der Koeffizienten = 1 oder 0, je nachdem die so speziali- 
sierten Funktionen beliebige Werte annehmen kénnen oder nicht, d. h. je 
nachdem die Funktionaldeterminante = 1 oder 0 ist 


Wie wir sehen werden, zeigen die quadratischen Gebietsdeterminanten 
eine weitgehende Ahbnlichkeit mit den Determinanten der Algebra. Das 
hiingt offenbar damit zusammen, daB von beiden die Auflésbarkeit linearer 
Gleichungssysteme abhingt. Ein wesentlicher Unterschied scheint es frei- 
lich auf den ersten Blick zu sein, dab im Gebietekalkul die Determinante 
= 1 sein muf, wihrend sie in der Algebra nur + 0 zu sein braucht. In- 
dessen ist’ der Unterschied nicht schwerwiegend. Man kann niamlich zu- 
folge des Verifikationssatzes den ganzen Gebietekalkul ohne wesentliche 
Kinbube auf-den Zweigebietekalkul beschrinken, da ja eine Formel 
des Gebietekalkuls genau dann gilt, wenn sie fiir die Werte 0, 1 der 


vorkommenden Gebiete gilt. Im Zweigebietekalkul aber ist es gleich- 
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giiltig, ob ich sage, eine Determinante ist = 1, oder ob ich sage, sie 
ist + 0. 

Die Analogie unserer Funktionaldeterminante mit derjenigen in der 
gewohnlichen Algebra tritt noch deutlicher hervor, wenn man bedenkt, 
daB im Gebietekalkul g(1) als die Ableitung von g(x) nach z und g(\) 
als die Ableitung von g(a) nach % bezeichnet werden kann, dla diese Aus- 
driicke in mancher Hinsicht im Gebietekalkul dieselbe Rolle spielen wie 
die Ableitungen in der Arithmetik. 


$ 3. Elementare Determinantensitze. 


Um beim Beweise von Determinantensitzen den Verifikationssatz an 
wenden zu kénnen, braucht man folgende Siatze: 
nachdem jede Zeile desselben eine 1 enthiilt oder nicht. Dies folgt sofort 
aus (12) uad der Definition des Elementars. 


Satz 11: Die Determinante eines Elementars ist = 1 oder = 0, je- 


Im Modular ist nach (7) dann und nur dann aj = 1, wenn a,; das 
einzige Element seiner Spalte ist, das — 1 ist. Hieraus und aus (13) und 
Satz 11 folgt: 

Satz 12: Die Determinante cines Modulars ist dann und nur dann 
= 1, wenn in jeder Zeile ein solches Element vorkommt, welches = 1 ist, 
wihrend sonst in der Spalte dieses Elementes lauter Nullen stehen. 

Man kann dies auch so ausdriicken: 

Satz 12a: Die Determinante eines Modulars m'* Ordnung ist dann 
und nur dann = 1, wenn m seiner Spalien ein Grundelementar bilden. 

Hieraus folgt mit Hilfe des Verifikationssatzes: 

Satz 13: Die Determinante einer quadratischen Matrix ist dann und 
nur dann = 1, wenn die Matrix ein Grunddisjunktiv ist. 

Daher haben solche » Funktionen mit m Verinderlichen, welche be- 
liebige Wertsysteme annehmen kénnen, deren Funktionaldeterminante also 
= 1 ist, als Funktionaldisjunktiv ein Grunddisjunktiv. Nun war aber das 
Funktionaldisjunktiv nichts anderes als die Matrix der Disjunktivtrans- 
formation, welche der aus den gegebenen Funktionen gebildeten Trans- 
formation zugeordnet ist. Da diese Matrix also ein Grunddisjunktiv ist, 
so bilden die Funktionen nach ,Tr.“ Satz 22 eine Substitution (= ein- 
deutig umkehrbare Transformation). Nennen wir daher eine Transforma- 
tion ,,quadratisch“, wenn sie ebensoviele Funktionen wie Verinderliche ent- 
halt, so gilt 

Satz 14: Eine quadratische Transformation, deren Funktionen beliebige 
Wertsysteme annehmen kinnen, ist eine Substitution. 
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Durch Ausmultiplizieren von (12) folgt 


a, hes a. 
21) “ “Gan om a). a;,:-*a = . ai aj 
ay hee sin ky, a, fir wr 
a, 1 a,, 2 mn 
Daher gilt, weil im Disjunkt a; = a,,; ist, 


Satz 15: Die Determinante eines Disjunkts ist homogen und linear in 


bezug auf die Elemente jeder Spalte. 
Aus (21) folgt insbesondere 


a G+: @ a My --:@ 7 
(22) re a5 fy de ieee _— S (a,d, bb, + 
oS | i —— 

b, b, cee b, b, b, tee b. ualed 


Mit (7), (12), (21), Satz 11 und 12 


Wert einer Determinante. 


Satz 17: Eine quadratische Determinante dindert ihren Wert nicht, 
wenn man die Zeilen als Spalten und die Spalten als Zeilen schreibt. 
Satz 18: Kine Determinante verschwindet, wenn die Zeilenzahl griper 


ist als die Spaltenzahl. 


Satz 19: Eine Determinante mit m Zeilen und n Spalten verschwindet, 
wenn 2 Zeilen oder n — m + 2 Spalten einander gleich sind. Bei, quadrati 


schen Determinanten 
Als Gegenstiick 


geniigen also 2 Spalten. 
zu (22) sei noch erwahnt: 


By, yg °° * My) (Hy Gig *** Gy 
(23) Sy “n| [n “ss °° “sn. = 0 fir 2 >?. 
A ans cee a,» ae Gans an a 
$ 4. Unterdeterminanten. 
Es sei (vgl. (13)) 
1 1 1 
Gi, Gg -** &%, a 4a, a, 
4 —_ Ag; Age Aly n _ a ay eee a, 
On ans "hd Dan a; ay : a, 
Die Matrizen der a,; bzw. der a? bezeichnen wir mit (a,,) bzw. (az). Wir 
setzen ferner we 
Ga, 4; Qe, a Ga, B, 


- a 
e274 


ist es nicht schwer, irgendwelehe 
Determinantensitze zu verifizieren. Ich fiihre zuniichst die folgenden Siitze an: 
Satz 16: Vertauschung von Zeilen oder von Spalten dndert nicht den 


“a, bb, ). 
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a, a,’ a. 
. A 
fe "2 @ 
q3" “») ois a, a a, 
Apa fp : , . 
ep “p “p 
Gf G2--- a 
Die Klammer um «, «, - * soll verhiiten, daB man sich die durch Ande- 


rung der «, entstehenden Determinanten als disjunkt vorstellt. 
Ferner verstehen wir unter A,, «,.. 


(@ x : 
ayy baw. Axi s9” die zu 


ap 7) 
(a, @, 


) és 
a ta baw. @y*;, iP komplementiiren Unterdeterminanten, d. h. 


Ue ap Paps / : 
die Determinanten der Matrizen, welche aus (a,,) bzw. (aj) durch Weg- 
lassung der «,*", a,"",---, «,"" Zeile und der B,"", B,"",---, 8," Spalte 
entstehen. Ist q — 0, so, ist keine Zeile wegzulassen und es entstehen die 


Unterdeterminanten Ag, «, «, bzw. A="). Ist p=O0, so ist keine 


Spalte wegzulassen, und es entsteht Aj, 5, ...s, 

Die oberen Klammern kénnen wegbleiben, wenn die Spaltenzahl der 
betreffenden Unterdeterminante nicht gréBer ist als die Zeilenzahl, denn 
dann sind solche Unterdeterminanten, welche sich nur durch die oberen In- 


dizes unterscheiden, wirklich disjunkt. Man verifiziert niimlich leicht: 


‘ . ,@qr@, py f % . 
Satz 20: Ist p>q, so ist ar" ef =O, auBer wenn die 

= Yi Ya" Vo iva V9 
Wy, @y,---, a, mit den B,, B,, ---, B, tibereinstimmen. Fiir p>q folgt dies 


iibrigens schon aus Satz 1%. 
Ferner gelten folgende Formeln: , 


(24) aio’ “p) << @ 


also auch A“? '“p’ < A 
a | > 
(25) A <€ Al® < Al?) <. 


also erst recht A < A,, < Ay, < 


> > ; ; 
(26) A=DA, firn—lom, A'= 7 Ags fir n—2S>m,:-:-:, 
’ 


@ 


folglich ---A..,;<A,<A fiir beliebige m, n. 


>* 
27) A - a, a, ep Bia: Sp € Ag,«, p fifa Sp? 
ist also A = 1, 80 ist Gy, 0,..-y fifa tp < Aer ccg up) fate fp’ Daraus folgt: 


Satz 21: In der Determinante eines Grunddisjunktivs ist jede Unter- 
determinante gleich ihrer komplementiiren. 

Dem Laplaceschen Determinantensatz in der Algebra entspricht 
92 ve (@, @y°* @, (@, @,--- @,,) Des “ P a “ - 
(28) A= "a el gt ai fir plq, m—psn—gq, 


Maar Py a2 
Pir Bar? 
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also wegen (24) 








> ? , Me a“ 
A < De, ws tp Pasta ’ A, a‘%s p 1% > fiir Pp < q) is Pp = iia q; 
Pas Pe Bq 


und nach Satz 17 





(29) 


§ 5. Die Zusammensetzung von Transformationen und die Multi- 
plikationssitze. 


fiir m=w 


Gegeben seien zwei lineare Transformationen 


(B) 


Transformation 


(C) 


mit der Matrix c¢, 


(30) 


Wir wollen stets, wenn (30) gilt, ¢ das ,relative Produkt“ von a @nd 


b nennen und 


(31) 


setzen (was in ,T'r.“ nur fir /=— festgesetzt war). Die Determinante 


B= Ay VY, T FoVe 





Ty = Mo, Y, + eee 





ce Dire t Onses + ° 


mit den Matrizen a,b. Dieselben lassen 








a ay mm ? 


~ BenIm> 


= see ats Bs mn Yous 


ee VA 
Tr Dy, 2a) 


man’ 


sich zusammensetzen zu 


(t= 1,2,---,0; gm1,2,---, we), 


einer Matrix a wollen wir mit |a! bezetchnen. 


Aus den: Auseinandersetzungen in ,,Tr.“ 8.258 und der Definition der 
Funktionaldisjunktive entnimmt man (auch fiir nicht lineare Transforma- 


tionen ) 












ir 
1- 
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Satz 22: Sind a und b die Funktionaldisjunktive zusammensetsbarer 
Transformationen, so ist a;b das Funktionaldisjunitiv der aus beiden zu- 
sammengesetzten Transformation. 

Ist a} = 6 =1, so kénnen die Funktionen in (A) und die in (B) 
beliebige Wertaysteme annehmen, also kénnen es auch die Funktionen in 
(C), folglich ist |¢ — 1, also nach dem Verifikationssatz 
(32) a\- b <€ a;bi. 

Unter der zu a@ ,konversen“ Metrix @ verstehen wir im Anschlu8 an 
Schréder die Matrix, welche entsteht, wenn man die Zeilen von a als 
Spalten schreibt und die Spalten von a als Zeilen, sodaB also a,,= a 
Dann ist, wenn 1, m, n dieselbe Bedeutung haben wie oben, 


te At 
Nae prea av 


33) a;b|= 7a 
— 


ji 


fir m>l, n>, 


i, t a @,@, a] 


insbesondere 
(34) a;b = >a"? ee aie mt fir m=>l,n=l, 
dts Oy 9 

was dem erweiterten Multiplikationssatz der Algebra entspricht. 

Von den Folgerungen, die man aus (33), (54) mit Hilfe von (24) 
ziehen kann, verdienen besondere Erwahnung 
(35) a;b| <€ al, 
36) \a;b| < |b! fir n =, 


woraus «a;bj)< a \b| fir n=I1 folgt. Nach Satz 17 ist b—b fiir ein 
quadratisches b, also wegen (32) (oder auch direkt aus (34)) 
(37) a;b| = |a| b| fir quadratische Matrizen. 


Der einfache Multiplikationssate der Algebra gilt also auch im Gebiete- 
kalkul. Er 1aéBt sich auch auf mehrere Faktoren tibertragen. Hieraus folgt 
nach Satz 22 und 14 der schon friiher*) von mir erwihnte 

Satz 23: Zwei oder mehrere quadratische Transformationen gleicher 
Ordnung sind Substitutionen, falls die aug ihnen zusammengesetste Trans- 
formation eine Substitution ist. 

Ich hatte a. a. O. das Wort ,,quadratisch“ als selbstverstindlich weg- 
gelassen und méchte doch nicht unterlassen zu zeigen, daB diese Hin- 
schrinkung notwendig ist. Man kann nimlich aus den beiden Transfor- 
mationen 
(D) t= N42» 


% 
(E) Y=", Ye=%, 


*) Vgl. Léwenheim, Potenzen im Relativkalkul und Potenzen allgemeiner end- 
licher Transformationen. Sitzgsber. d. Berl. Math. Ges. XII, 3, 8. 71. 
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die ja keine Substitutionen sind, die identische Substitution 


%& 


(F) 2, = 
Aus der Formel (35) folgt 
Satz 24: Kénnen die Funktionen der aus den Transformationen P 
und Q susammengesetzsten Transformation beliebige Wertsysteme annehmen, 
so kinnen es auch die Funktionen von P. 


1 zusam mensetzen. 


Ich habe a. a. O. S. 70—71 durch ein Beispiel einleuchtend gemacht, 
(was ich schon in ,,Tr.“ 8. 267—-268 erwiihnt habe), daB derartige Sitze 
liber Gebietstransformationen wie z. B. die beiden letzten eine weit tiber 
den Gebietekalkul hinausreichende Tragweite besitzen. Unter einer ,,Trans- 
formation“ wollen wir jetzt ein System von Funktionen im weitesten Sinne 
des Wortes verstehen. Die Argumente kénnen beliebige Dinge sein, die 
Funktionswerte gleichfalls, und die Funktionen kénnen fiir irgendwelche 
Argumentsysteme auch undeutig oder mehrdeutig sein. Jeder solchen 
Transformation habe ich ein Modular zugeordnet. Wie haben wir uns 
nun eine Transformation vorzustellen, wenn die Determinante dieses Mo- 
dulars 1 ist? Zur Beantwortung dieser Frage empfiehlt es sich, die 
a. a. O. angestellte Betrachtung etwas allgemeiner zu fassen und auf die 
dort angegebene Ergiinzung zu einem quadratischen Modular zu verzichten. 

Als Argumente fiir die Funktionen der Transformation mégen ledig 
lich Elemente einer gewissen Menge, des ,Argumentbereichs“ in Betracht 
kommen. Diese Elemente will ich Elemente 1. Art“ nennen. Als Funk- 
tionswerte mégen lediglich Elemente einer ygewissen anderen oder auch 
derselben Menge, des ,,funktionenbereichs*, in Betracht kommen. Diese 
Elemente mégen ,,Elemente 2. Art“ heiBen. Nehmen wir ein Beispiel: Der 
Argumentbereich bestehe aus den Zahlen 7, 8, 9, der Funktionsbereich aus 
den Zahlen 5,6 und die Transformation aus drei Funktionen mit zwei 
Veriinderlichen g(z, y), v(x, y), x(2, y). Als Elemente 3. Art“ wollen wir 
nun die Systeme von Argumenten bezeichnen, welche man in die Funk- 
tionen einsetzen kann. In unserem Beispiel hitten wir also neun Elemente 
3. Art, niimlich die 9 Paare (7, 7), (7, 8), (7, 9),-(8, 7), (8, 8), (8, 9), (9, 7), 
(9, 8), (9,9). Elemente 4. Art® sollen die in Betracht kommenden Sy- 
steme von Funktionswerten heiben, also in unserem Beispiel die acht 
Tripel (5, 5, 5), (5, 5, 6), (5, 6, 5), (5, 6, 6), (6, 5,5), (6,5, 6), (6, 6,5), (6, 6, 6). 
Die Transformation ordnet nun, wenn sie eindeutig ist, jedem Element 
5. Art genau ein Element 4. Art zu; andernfalls wird sie einigen Elementen 
3. Art gar kein Element oder mehrere Elemente 4. Art zuordnen. 

Sind nun «,, a, ---, @, die Elemente 3. Art und £,, f,,---, B,, die 
Elemente 4. Art, so kann man ein Modular a bilden mit m Zeilen und 
n Spalten, indem man a,, gleich 1 oder 0 setzt, je nachdem die Trans- 
formation dem «, das 8, zuordnet oder nicht. Dies Modular wollen wit 
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das ,,7Transformationsmodular“ nennen und seine Determinante die Trans- 
formationsdeterminante. Dann gilt, wie man leicht sieht, 

Satz 25. Das Transformationsmodular der zusammengesetzten Trans- 
formation AB ist das relative Produkt aus den Transformationsmodularen 
ron A und B. 

Nehmen wir nun noch ein einfacheres Beispiel, wo wieder 7, 8,9 die 
Elemente 1. Art und 5,6 die Elemente 2. Art sind und die Transformation 
nur die eine Funktion g(x,y) enthalt, und zwar sei 

(x, y) = kleinster oberhalb 4 gelegener Rest mod.2 von einer in 

x+y -+ 20 aufgehenden zusammengesetzten Zahl. 
Die Elemente 3. Art sind die Paare (7, 7), (7, 8), ---, (9,9), die Elemente 
4. Art einfach die Zahlen 5 und 6 


pi, 1) =6, denn in 7 + 7 + 20 geht von zusammengesetzten Zahlen 
nur 34 auf mit dem Rest 6 mod. 2. 
g(i,8)=5 


(i, ‘)) ist zweideutig und hat die beiden Werte 5 und 6, denn in 

i+%9-+ 20 gehen 4, 6, 9, 12, 18 auf mit den Resten 6, 6, 5, 6, 6 
mod. 2. 

(8,9) z. B. ist undeutig, denn es gibt keine in 8 + 9 + 20 auf- 
gehende zusammengesetzte Zahl. 


So entsteht das Transformationsmodular von q: 


3) 44,8) 142 8,7) (8,8) (8,9 9,7) (9,8) (9,9) 
5 0 l | 1 l 0 l 0 0 
6 l 0 1 0 1 0 l 0 | 


Seine Determinante ist |. Welche Eigenschaft von @ bedeutet das? 
Es bedeutet, daB es Argumentwerte gibt, fiir die g nur den Wert 5 hat, 
und auch solche, fiir die m nur den Wert 6 hat. Allgemein: 

Satz 26: Kine Transformationsdeterminante ist dann und nur dann 

1, wenn es zu jedem beliebigen fiir die Funktionen vorgeschriebenen System 
von Werten des Fnktionsbereichs wenigstens ein System von Werten des 
Arqumentsbereichs gibt, fiir das die Funktionen die vorgeschriebenen Werte 
annehmen und keine anderen auferdem. 

Oder kurz ausgedriickt: Die. Transformationsdeterminante ist = 1, wenn 
die Funktionen ein beliebig vorgeschriebenes System von Werten des 
Funktionsbereichs ausschlieBlich annehmen kénnen. 

Ausdriicklich aber bemerke ich, daB diese Eigenschaft verloren geht, 
wenn man den Funktionsbereich erweitert, wenn man ihn z. B., wie in 
»lr.“, mit einem von ihm verschiedenen Argumentbereich zu einem ein- 
zigen Bereich verschmilzt. Man kann streng genommen nur reden von 
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der Transformationsdeterminante in bezug auf einen gewissen Funktions- 
bereich. Doch wird man bei Anwendungen diesen Zusatz meist als selbst- 


verstandlich weglassen kénnen, denn in der Arithmetik z. B. denkt der 
Leser ganz von selbst nicht an andere Funktionswerte als an Zahlen. 
Aus Satz 24 folgt nun, daB Funktionen einer zusammengesetzten 


Transformation nur dann beliebige Werte ihres Funktionsbereichs aus- 
schlieBlich annehmen kénnen, wenn die Funktionen des ersten Kompo- 
sitionsfaktors beliebige Wertsysteme ihres Funktionsbereichs ausschlieBlich 
annehmen kénnen. 


Am SchluB miéchte ich noch einige Druckfehler und Versehen be- 
richtigen, welche ich in der Abhandlung ,,Tr.* nachtriglich bemerkt habe: 


S. 254 Zeile 11 


» 254 
» 204 
259 
262 


963 


” 


13 
1) 
12 
31 


12 


mu8 stehen 


4 


(2) 


Zeile 


x 
statt (#2) 
is Spalte 
a u%v% + v*% w* + w*u* 
9 y= 
» (Al, 2,---, N) 
x 
” Lj 
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Uber Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koefftizienten. 
Von 


Frirz Carnson in Upsala. 


1. Ich beweise im folgenden: 


Satz A. Es sei m 
% 
(1) / Jd = S aia 
A a 
— 
a v0 
ee Potenzreihe mit dem Konvergenzradius >1, die reguldr ist in jedem 


Punkt des Bogens*) 


=| a 


(die Endpunkte inbegriffen) und «(n) eine beliebige mit 1: gegen Null 
konvergierende Funktion. Wenn, fiir jedes n, n(1—e(n)) der n ersten Koef- 
fizienten nur eine Anzahl <k verschiedener Werte annehmen, die fiir jedes 
n dieselben sein sollen, so mup 


. c 
(2) f(@)=,_,+ 96 


wo c eine Konstanie ist und g(x) cine Potenzreihe mit dem Konvergenz- 
radwus > 1. 

Satz B. Es sei (1) eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius > 1, 
die nur eine endliche Anzahl singulérer Punkte auf dem Einheitskreise 
z|=1 hat und e(n) habe dieselbe Bedeutung wie friiher. Wenn, fiir jedes n, 
n(1—e(n)) der n ersten Koeffizienten eine endliche Anzahl verschiedener 
Werte annehmen, die fiir jedes n dieselben sein sollen, so mup 


, P(x) , 
3) r)= ‘ma t O(a 
( f(x) 1— a + 9(2); 
*) Die Argumente sind stets im Intervalle 
—az<qg<2z 


zu wihlen. Fiir k=—1 soll f(x) in 2——1 regulir sein. Diesen Fall fihrt man 


° c » ° . \ on 
durch Subtraktion von ; auf einen bekannten Satz von Fabry zuriick, der also 
c 


auch aus A folgt. 
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wo P(x) ein Polynom ist, m eine ganze Zahl und g(x) eine Potensreihe 
mit dem Konvergenzradius > 1. 

Nehmen wir ¢() = 0 an*), so kann B. folgendermaBen formuliert 
werden: 

Satz C. Die Folge a, 4,, a, -+-, 4,,- 
enthalte nur eine endliche Anzahl verschiedener Gripen. Damit die Folge 
von einer gewissen Sielle ab periodisch sei, ist hinreichend und notwendig, 
dap die Potenzrcihe f 

f(z) = }) a, x" 
pa 


n=0 


nur eine endliche Anzahl singuliirer Punkte auf dem Einheitskreise hat, und 
dann ist : Pla 
f(z) = , os" 

Es war meine Absicht, diese Satze in Zusammenhang mit naheliegenden 
Fragen zu behandeln. Unter Verweisung auf eine spiitere Mitteilung habe 
ich schon ©. als Hilfssatz benutzt in einer Abhandlung ,,Uber eine Inter- 
polationsreihe fiir ganze Funktionen und iiber ganzwertige Funktionen“, 
die 1917 zur Zeitschrift fiir Mathematik und Physik eingereicht wurde. 
Zwei Abhandlungen in Math. Ann. Bd. 78 von Herren Jentasch (Uber 
Potenzreihen mit endlich vielen verschiedenen Koeffizienten, 8. 276—285) 
und Pélya (derselbe Titel, 5S. 286—293) veranlassen mich, den Beweis von 
C. zu verdffentlichen; fiir diesen Beweis brauche ich Satz A als Hilfssatz. 
Der Hauptsatz von Herrn Jentzsch (S. 283) entspricht dem speziellen 
Fall von B. (mit e(m) = 0), daB f(z) eindeutig in einem Kreise |z|<r>1 
vorausgesetzt wird. 

2. Fiir die Beweise brauche ich einige Hilfssiitze, die ich hier zu- 
sammenstelle. 

a) Es sei uw = « eine Wurzel der Ordnung m der Gleichung mit kon- 
stanten Koeffizienten 


P(u) = w+ eu -'+---+e,=—0. 
Es sei ferner z eine reelle Veriinderliche und w(z) eine Funktion von 4 
die der Ungleichung 
(4) w(2)| < eH l= l>0 
geniigt. Die Gleichung P(u) — o(z) = 0 


* 


) Dieser Fall entspricht dem Titel dieser Abhandlung; der Kiirze halber wurde 
er so gewihit. 
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hat m Wurzeln u = u,(z), i= 1, 2,---, m, die gegen « konvergieren, wenn 


z unbeyrenzt wichst, und zwar so, dap . 
U\2)— a Sa ar 
Beweis: 

P(u) = (u—a)”|(u—ah-"™ + B_,_(u— aft te +h], bg 0. 
Ist AeS1, Aj)b,|, i=1,2,----k—m—1, 
und wird y= «—a| hinreichend klein gewahlt, r<7,, so wird 

Ar \ b 
+ > gt my ” 
P(u)| >7 ( bo - rgore Pd . 
Wir geben jetzt ein beliebiges «, > 0 an, bestimmen z, so, daB, fiir alle 
z> 4, in (4) e(z)| << «, wird und dab 
1 
et b, ss 
j ( ( . } 
r, ausfillt. Dann ist P(u)| > e~ @—24): 
ap (2 a= , 
e~ *? 
P(u 
Nach einem bekannten Satze hat P(u) — u(z) = 0 m Wurzeln im Kreise 
ju — «| <r, was unsere Behauptung war. 
b) Es sei : oo 
H(z) | ae iz) 
n=1 
(d) b, = n(1—eé(n)), b= > 0. 


H(z) ist eine ganze Funktion mit folgenden Eigenschafien: Fiir « > 0 und 


beliebig klein gibt es unendlich viele Kreise C, mit unendlich wachsenden 


Radien, auf denen 


(6) H(z) >e-?"*", 2 = oe!""; 
auf der reellen Achse ist 

(7) H(o) = O(e*); 

auf den Strahlen »y = + y, 0< 4 < ~, ist 

(3d) | H(z) = vir tH@ siny 


Die Ungleichung (6) ist eine unmittelbare Folge eines bekannten Satzes 
in der Theorie der ganzen Funktionen. (8) kann in folgender Weise be- 
wiesen werden. Fiir » = + y ist 


n®* — 27|>n'*sin 27, |b? —2 
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: z 1 1 ' z* 1 1 
~ & ~n?, b n* 2b: on 
“s l Te ~ -— 1 a . gt 3 
1—- i—- i—— 1—., 
n n® b b= 
ee 
1 _- b: <1 + e-e(n 
e* e(n) i n* sin 27’ 
i+ —; ! 
' wsin2n n?® 
H(z , s(o) 
eet =— | = et), 
sin 22 


was genau (8) enthilt. (7) kénnte ohne Schwierigkeit direkt bewiesen 
werden; indessen brauchen wir fiir das Folgende Hilfssatz c) unten, und 
mit Anwendung dieses Satzes kann (7) sogleich aus (8) abgeleitet werden. 


Denn ist «> 0 beliebig vorgegeben, und wiahlt man in (8) y so klein, 


daB, fir @ hinreichend groB, 
H (oe**")| < @ a U. é; < € cos y, 
wird, so kann c) auf (2) = H(z)e 


angewendet werden und dies gibt 


H(o) = O(e 
c) Es sei (2) fir z = ge'”, 
(9) —nsven< = F regular. Wenn 
(10) @(get'") = O(1); 
wenn ferner, fiir jedes « > 0, 
(11) O(2) = O(e'*") 


auf unendlich vielen Kreisbogen C, mit unbegrenzt wachsenden Radien, 
so ist im ganzen Sektor (9) 


(12) O(z) = O(1). 
3. Satz D. Es sei o(z) eine fiir z= ge", 
ySVSy = 
reguliire Funktion, die den Ungleichungen 
' 
(gett) = Ofer?"™") mit O< F 
(2) O(e**), a konst. 
geniigt. Wenn, fiir jedes n, n(1—ein)) der GriBen 


(1), (2), ---, p(n) 
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eine Anzahl <k verschiedener Werte annehmen, die fiir jedes n dieselben 


sind, so lassen sich zwei Zahlen c und 3d >O derart finden, da, fiir z 
reell und positiv, 


(13) g(z) —e\<ce@-*" 
Beweis: Es seien Cry Gay °° *y G ‘die k Werte von g(m) und 
b,, by, b,, tie b 


die nach wachsender GréBe geordneten ganzen Zahlen, fiir welche p(b,) 
einen Wert c¢,, ¢,, ---, ¢ annimmt. Nach der Voraussetzung ist (5) er- 
fiillt und mithin auch die Ungleichungen (6), (7), (8) fiir die ganze Funk- 
tion H(z). Schreiben wir 


(14) (Zz) = [] @ —¢,), 
r=1 


wiz) 
O(z) = e'? . 
H(z 


n? 


so ist ®(z) im Sektor (9) regular und geniigt der Ungleichung (11) fiir 
z auf den Bogen C,. Wird die Konstante / so gewihlt, dab 


0 </ cos y < (a —k®@) sin 9, 


was ja immer mdglich ist, so ist (10) erfiillt und folglich (12) im ganzen 
Sektor (9). Nach (7) muB also, fiir z reell und positiv, 
w(z) < e I—e(z)) 

Jetzt kénnen wir Hilfssatz a) auf die Gleichung (14) anwenden, und dies 
fiihrt zur behaupteten Ungleichung (13), wo also c=¢, —¢,=--- =, 
é=—/ zu setzen ist. 

Im allgemeinen gilt selbstverstiindlich nicht g(z)=—c. Dies ist aber 
der Fall, wenn 7 = “* 


9 : 

r . . , ’ vee 4 <Py? 
Zusatz. Bleiben die Voraussetaungen in Satz D fiir y= =~ giiltig, 
30 mup g(z)=Cc¢ 


identisch gelten. Denn (z) muB identisch verschwinden, wie der folgende 
Satz zeigt:*) 
Es sei (2) fiir R(z) > 0 regulir und fiir diese z 
w(z) = O(e*?), a konst., 


ferner W(tieg) = O(e%*) mit 0,<z. 


*) Ein Beweis dieses Satzes findet sich in meiner Dissertation (Sur une classe 
de séries de Taylor, Upsala 1914, 8. 58). Fiir eine ganze Funktion (¢), die fiir 
n=0, +1, +2,--- verschwindet, hat ihn Herr Wigert wiedergefunden (Sur un 
théoréme concernant les fonctions entiéres, Arkiv fér Matematik, Bd. 11, 1916, Nr. 21). 


Mathematische Annalen. LX XIX. 16 
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Wenn, fiir jedes n, die Anzahl der von Null verschiedenen Werte von y(v), 
y= 1, 2,---, 2 gleich me(n) ist, so muB (2) identisch verschwinden. 
4. Satz E. Es sei 


, y 
(1) f(r) ‘> a2 
— 
0 
eine Potenzreihe mit dem Konveryenzradius > 1, die regular ist in jedem 
Punkte des Bogens yf 
e?, >| => 
x gi>. 


(die Endpunkte inbegriffen). Dann gibt es cine*) Funktion p(z) mit fol- 
genden Figenschaften. (z) ist regulér in einem Sektor 


- fu += <— ah 
need iat nSvSi, 


der die positive reelle Achse im Innern enthdlt. Fiir z in diesem Seltor ist 
Q\2Z) = Oe °), a konst. 
Auf den Begrenzungsstrahlen » = + 9 ist 


(15) g(z) = Ofer?) mit A< ; , 
Fiir n = 0, 1, 2,--- ist p(n) = a,. 
Beweis: Nach der Voraussetzung kénnen 


R>1, @, - " 
so gewihlt werden, daB f(z) im Innern und auf der Begrenzung des Sektors 
z\= Rh, arg z| > @, 
regular ist. Mit einem + <1, das wir unten festsetzen wollen, wird der 

geschlossene Weg S folgendermaBen definiert: 


1. der Bogen |z|=— RK, argzr > 6, ° 
2. der Bogen a]—r, argz <4, 
3. die geradlinigen Stiicke r< x < R, arg x = + 4@,. 
; 1 fia 
Dann ist giz)=._. , az 
2ai,J x 
8 


die behauptete Funktion, wenn S im positiven Simne durchlaufen wird 
mit = Re~*‘ als Ausgangspunkt. Offenbar ist m(z) ganz und g(n) = a.,. 
Wird f{(2)s<M gesetzt, so ist 
MR { &t saw eee sin) 


r | R cos’! r r: cos | : 


(16) yz) 


*) Oder unendlich viele ganze Funktionen; immer kann a = 2 + <« gewihlt 
werden. 


f 
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ein 


Die 
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Wir wahlen ein @ im Intervalle 


a a“ 7 
<0<) 
. 1 
Log 
. r 
und r so, dab 6— 6, >(x—9,) R? 
1 
log 
- 
was immer miéglich ist. » wird dann aus 
ae 
log 
tg sf jm a 
5 | = 4 @.? U y = 2 


bestimmt. Aus (16) und 


. i 
(1 — 0,) sin » — log , cos y = 0, 


(0 —0,) sin y — log ~ cos 4 > 0 

folgt (15), w. z. b. w. 

5. Satz A ist nun eine unmittelbare Folge von Satz D und Satz E. 
In diesem Zusammenhange sind die einfachsten Reihen mit k verschiedenen 


Koeffizienten zu betrachten, die von der Forme 


/ 
WY ¢, gs ‘ . . 
2 , s, rational sind. Die Reihen 
— | aeé* 
r=1 
~ 
1 | 1 1 wy , 
= ahh . . 
8, = = > x sin), k ungerade 
1 re ] re * os 
~o 
bd 1 1 x \Y a(2n 1 
% a ‘= \ ) 1 — 7 . 
208 ; l+z a 4 “a 4 cos ok 2, @ 008 —, 
: ana k oS ae k n=O 
k gerade, 
ni 


+ 


haben k verschiedene Koeffizienten und die singulaéren Punkte « =e 


Sie sind also auf dem Bogen 


k 


pi ¢ 
L=€ ’, g — h 


regular. Anderseits gibt es Reihen mit k verschiedenen Koeffizienten und 


einer einzigen singuliren Stelle: 


1— ze 


Diese Stelle muB auf dem Bogen |p| > ; liegen. Allgemeiner kann man 


behaupten, daB Satz A giiltig bleibt, wenn man voraussetat, dap f(x) regulér 
16* 











944 F. Carison 


ist in jedem Punkte eines Bogens von der Gripe 2x — . (die Endpunkte 
inbegriffen), dessen -Mittelpunkt auf dem Bogen 


z=ev’, xa— @ —~ 
= i 
liegt. Kinen Grenzfall liefert hier die Reihe 
1 + 1 _Selite? ) 
i—_z 2a da 
F 1 on? n=O 


6. Um B zu beweisen nehmen wir an, dab, fiir jedes n, n(1—e(m 
der » ersten Koeffizienten der Reihe (1) eine Anzahl <k verschiedener 
Werte annehmen, die fiir jedes » dieselben sind. Es seien 


C= oP, y=1,2,---p 


die singuliren Punkte von f(z) auf dem LKinheitskreise. Dann lassen 
sich bekanntlich eine in den Grenzen 1, (2q)? liegende ganze Zahl m 
und dazu p andere ganze Zahlen 


M,, My, -**, M, derart angeben, dab 
2am, x 
. < P v=1 Dace 
, m mq’ athihd »P 
2nis 
wird. Mit z=e™, s=0,1,---,-m—1 


als Mittelpunkt legen wir einen Bogen b, von der Grébe 26 — = Dann 


liegen alle singuléiren Punkte von f(x) auf 2| = 1 innerhalb der Bogen b,. 


Schreiben wir . 
f,.(2) - a, + Gi 41% + a 43% _ 


m—1 


( “= 
F(a) = > f[,\ze™/, 
s=0 
=. - : Biss 
. 7 . 
80 ist F(a) - ‘24... > e 
> _ 
i=0 s=0 
n~ 
—m > M6. nis folglich 
i=0 
m—1 S-) @ 
(17) > oF (2)=m > ee Oe ml 
u=0 u=01=0 


= mf(2). 
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f,(@) hat dieselben singuliren Punkte wie f(x); die singuliéren Stellen von 
F(x) liegen innerhalb der Bogen b,. Setzen wir in F(x) 


z™ = ft, so wird 


1 7 . . a 

— e) S 4 = > 4 t), 

m I a { x) t a, rT mA t a; Gu \ ) 
A=0 


4=0 


Fiir jedes » nehmen n(1 —e(m)) der » ersten Koeffizienten «, eine Anzahl 
<k verschiedener Werte an, die fiir jedes m dieselben sind. Ferner ist 
g,(t) auf dem Bogen 


t=—=é*, v >dm=" 
= P 
regulir. Ist 4 >k gewihlt, was uns frei steht, so folgt nach A 


f C., : ue 
9,\t) = 1 ,+G6,@, 


wo c, eine Konstante ist und G,(#) eine Taylorsche Reihe mit dem Kon- 
vergenzradius > 1. Fthren wir dies in (17) ein, erhalten wir 


m—1 
. 1 . 7 ’ 
f(x) = — S' a F (2) 
m wl 
u=O 
m 1 


5 C2 I 
i“ “ l X\ G, (a a" 
— 


= u=0 


wo P(z) ein Polynom ist und g(x) eine Potenzreihe mit dem Konvergenz- 
radius > 1, w. z. b. w. 

Wenn g(x) in A oder B einen endlichen Konvergenzradius g hat, 
muB der Konvergenzkreis |x| = 9 singulire Linie sein. 


s 











E. Trerrrz 


Eine neue Methode zur Lésung ‘der Kandwertaufgabe partieller 
Differentialgleichungen. 


Von 


E. Trerrvrz in Aachen 


In der vorliegenden Arbeit entwickele ich fiir die Randwertaufgabe 
der Gleichung Au = 0 ein Verfahren, das einer weitgehenden Verallge- 
meinerung — auf andere Differentialgleichungen zweiter und vierter Ord- 
nung — fahig ist. 

Urspriinglich war ich von einem ebenen Problem der Elastizitiits- 
theorie ausgegangen; es handelte sich um die Aufgabe, die Spannungen 
in ebenen Platten zu bestimmen, deren UmriB von der erstrebten Kreis- 
form infolge von Herstellungsfehlern abweicht. Mathematisch heiBt dies, 
die Randwertaufgabe der Gleichung AAu =O fiir nahezu kreisférmige 
Gebiete zu lésen. 

Es lag nahe, vor dieser weitergehenden Aufgabe erst den entsprechen 
den einfacheren Fall der Gleichung Aw = 0 in Angriff zu nehmen, und 
das ist in der vdrliegenden Arbeit geschehen. Das wesentliche Ergebnis 
meiner Arbeit liegt also in der Beantwortung der folgenden Frage: Ge- 
geben sei ein Gebiet G und ein in G liegendes Gebiet G’, das sich von 
G nur wenig unterscheidet. Inwiefern kann die Lésung der Randwert- 
aufgabe fiir G als Niherungslésung der Randwertaufgabe fir G’ gelten, 
oder durch welches Verfahren kann ich aus der Kenntnis der Greenschen 
Funktion fiir G die Lésung fiir G’ gewinnen? ‘ 

In Beantwortung dieser Frage gewinne ich ein Verfahren von groBber 
Aligemeinheit. Auch praktisch ist es fiir nahezu kreisférmige Gebiete 
hervorragend brauchbar; ich werde an anderer Stelle die Anwendung des 
Verfahrens auf die Praxis der konformen Abbildung behandeln. 

Da alle wesentlichen Ergebnisse in der Lésung der speziellen Auf- 
gabe enthalten sind, die Randwertaufgabe erster Art fiir nahezu kreis- 
férmige Gebiete zu lésen, stelle ich das Problem gleich in dieser verein- 
fachten Form dar. 
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$ 1. Ein naheliegendes Niherungsverfahren fiir fast 
kreisformige Gebiete. 


Wir wollen uns also mit der Aufgabe beschiiftigen, die erste Rand- 
wertaufgabe der Potentialtheorie fiir nahezu kreisférmige Gebiete zu lésen. 
Unter einem nahezu kreisférmigen Gebiete wollen wir dabei ein Gebiet 
verstehen, daB im Sinne der Anschauung ,fast kreisférmig* ist; und 
zwar .beschrinken wir uns zuniichst auf den ganz einfachen Fall, daB die 
Randkurve des betrachteten Gebietes in Polarkoordinaten durch die Glei- 
chung r = r(#) gegeben sei, wo von r(#) also vorausgesetzt wird, daB es 
eine eindeutige, stiickweise zweimal differenzierbare, stetige Funktion von 


, . dr . 
der Periode 22 sei: auBerdem sei 1¢ klein. 
¢ 


Will man fiir ein solches Gebiet die Randwertaufgabe lésen, so liegt 
es nahe, den folgenden Weg zu gehen. Wir 
zeichnen um das gegebene Gebiet G einen um- 
schlieBenden Kreis K und ordnen diejenigen 
Punkte der Randkurve R und des Kreises K 
eimander zu, die auf gleichen Radien liegen 
(siehe Figur 1).* Nun lésen wir die Randwert- 
aufgabe nicht fiir das gegebene Gebiet G, 
sondern fiir den Kreis K, indem wir als 
Randwerte auf K je den Wert nehmen, der 
auf dem entsprechenden Punkte der eigent- 
lichen Randkurve RF vorgeschrieben ist. Wir 
erhalten auf diese Weise eine erste Niiherung me 8 
g,(“, y), die auf der Randkurve FR zwar nicht die vorgeschriebenen Werte 
g(s) annimmt, deren Fehler daselbst: 


hy 





f,(s) = 9(s) — 91(8) 

aber verhiltnismiBig gering sein wird. Fiir die nétige Korrektion hiatten 
wir nun die gleiche Randwertaufgabe mit den Werten /,(s) auf der Rand- 
kurve zu lésen. Wir verfahren wieder genau wie beim ersten Male, und 
schieben wieder die neuen Randwerte auf den Kreis K hinaus. Die fir 
den Kreis geléste Randwertaufgabe liefert dann wieder auf der Rand- 
kurve F statt der verlangten Korrektion etwas abweichende Werte, aber 
der Fehler wird sich wieder verringert haben. So hatte man fortzufahren, 
bis der Fehler unter den im gegebenen Fall zulissigen Betrag gesunken 
ware. 

In Formeln driickt sich das beschriebene Verfahren folgendermafen 
aus. Es seien mit ¢ die Punkte des. Kreises K bezeichnet, mit s die 
Punkte der eigentlichen Randkurve R; 22 N(xy, t) sei die Normalableitung 
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der Greenschen Funktion fiir den Kreis K. Dann ist in einem Punkte 
(x, y) der Wert der Potentialfunktion 4,(z, y), die auf dem Kreise K die 
Werte g(t) annimmt: 


(2, 9) =P N(ay, t) g(t) -at* 

Auf der Randkurve RF nimmt g,(z, y) also die Werte 
4,(8) = / N(s, t)- g(é)- dt 

an, der Fehler der ersten Niherung ist also 

f,(s) = g(s) { N(s, #) - g(t) - dt. 
Die erste Korrektion erhalten wir, indem wir mit den Randwerten f,(s) 
auf dem Kreise K die Randwertaufgabe lésen: 

k,(a, y) =| N(ay, t)-f,(0 - dt. 
Den zweiten Fehler erhalten wir in dem Unterscltied der Werte dieser 
Potentialfunktion auf der Randkurve R und dem Kreise K, also: 

f(s) = £,(8) — | N(s, )-4,@)- at. 


In derselben Weise werden die weiteren Korrektionen gewonnen; allgemein 
gelten die Rekursionsformeln: 
Fiir den »*” Fehler: 


f.(8) =f,_-,(8) —_| N(s, )-f,_,(0 + dt. 
Fiir die n“” Korrektion: 


k(x, y) = | N(xy, t)-f (t)- dt. 


” 


Hieraus ergibt sich fiir den n*” Fehler die Formel: 


f,(8) = 9(8) +> {(—1y-(") J NG, )-9@- at}, 
1 
wo N(s, ¢) die »* Iteration des Kernes N(s,¢) ist. Es lige an und fiir 
sich nahe, die letzte Formel zur Untersuchung der Konvergenz des Ver- 
fahrens heranzuziehen. Man kommt damit aber nicht zum Ziele; es wird 
sich zeigen, daB das Verfahren tiberhaupt nicht zu konvergieren braucht. 
Im niichsten Paragraphen werden wir aber zeigen, daB es trotzdem bis 
zu einem gewissen Grade brauchbare Niaherungslésungen liefern kann. 


*) Fiir die tiber den Rand des Kreises K zu nehmenden Integrale werde ich hier 
und im folgenden die Angabe der Grenzen oder des Integrationsweges fortlassen. 
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§$ 2. Konvergenzbetrachtungen. 


Das im ersten Paragraphen dargestellte Verfahren ist wegen seiner 
Einfachheit fiir die praktische Ausfiihrung sehr geeignet; will man aber 
einen Konvergenzbeweis fiihren, so stéBt man 
auf Schwierigkeiten. ,.Um diese zu tiberblicken 
und zugleich um die weitere Ausgestaltung 
des Verfahrens vorzubereiten, wollen wir den 
allereinfachsten Fall betrachten, das ist der 
Fall zweier konzentrischen Kreise, von denen 
der kleinere R den Radius ¢< 1 haben soll, 
der gréBere, der die Rolle des ,umschlieBenden 
Kreises“ spielt, den Radius 1 (siehe Figur 2). 

Es soll also hier fiir den kleineren Kreis R 
die Randwertaufgabe gelist werden; die erste 
Naherung ist die Lésung der Randwertaufgabe 
fiir den gréBeren Kreis K mit den vorgegebenen Randwerten g(#). Ent- 
wickeln wir diese nach Fourier: 





Fig. 2. 


” 


*, F 
Ag +> (a,- cos v# + b,- sin v#), 


1 


g(t) = 


so erhalten wir als erste Niherung 
~ 


1 
9,(09) => + > e’(a,- cos v# + b,- sin v#), 
1 


die eben die vorgeschriebenen Randwerte auf dem Kreise K annimmt. Auf 
dem Kreise R hat sie die Werte: 


«x 

1 

9, (8) = ag + > ce’ (a,- cos v + b,- sin v#). 
1 


Der Fehler der ersten Naherung wird also: 


f(t) = va —c')-(a,- cos v& + b,- sin v#). 
— 
1 
Die Korrektion k,(@#) nimmt diese Werte wieder auf dem grofen 
Kreise K an statt auf R: 


k, (ot) = > o”- (1—c’)-(a,- cos y® + 6, - sin v@), 


1 
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hat also auf R gegen die eigentlich vorgeschriebenen Werte /, (#) den Fehler: 


f,(#) ->"(1 —c’)*?.(a,- cos v# + b,- sin v@). 


Durch einen SchluB von » auf n+ 1 


Niherung zu: 


f,(#) >a —c’\*- (a, - Gos v® + b, - sin v#). 


1 


~ 


1 


. 


findet man den Fehler der n** 


Konvergiert die Fourierreihe fir g(#) gleichmiBig, so geht auch f,(s) 


mit wachsendem n gleichmaBig gegen Null. Konvergiert die Fourierreihe 
nicht gleichmaBig, so kann man noch zeigen, daB wenigstens fiir jeden 
Kreis, der ganz im Innern des Kreises F# liegt, das Verfahren gleichmibig 
gegen die gesuchte Potentialfunktion konvergiert. Der Beweis ist einfach, 


ich gehe hier nicht niher darauf ein; der spiter behandelte allgemeine 
Fall wird ihn als Spezialfall enthalten. 
Der Versuch, den fiir den Kreis so einfachen Konvergenzbeweis auf 


den allgemeinen Fall zu iibertragen, schliigt fehl; ich komme darauf im 
nachsten Paragraphen zuriick. Hier méichte ich noch auf die Erklarung 
der Tatsache eingehen, daB das Verfahren sich auch im allgemeinen Falle 
als sehr brauchbar erweist, was ich als ,,praktische Konvergenz“ bezeichnen 


méchte. Man erhilt eine Erkliirung, wenn man sich auf eine endliche 
Anzahl von Fouriergliedern beschrinkt. Es sei h die Anzahl von Fourier- 


gliedern, die wir beriicksichtigen, und es sei: 


die Fourierentwicklung des »“* Fehlers bis zum h'™" Gliede. Die x 


rektion 


nimmt 


h 


f_(%) = > (a\”)- cos v® + 


diese Werte 


statt 


auf der 


b®). sin v@ 


Randkurve R 


Figur 1) auf dem Kreise K an, ist also gegeben durch: 


k,(9#) ->'e -(a\- cos v® + LU”. sin v@). 
0 


Auf R wird der Fehler: 


A 


0 


(siehe 


feas(®) ->'(1 —r’)-(a™. cos v® + O™. sin v@). 


te Kor- 


wieder 


Will man jetzt die »+ 1” Korrektion finden, so hat man /,, ,(#) wieder 
nach Fourier zu entwickeln, wobei nun zu bemerken ist, daB r nicht mebr 


wie oben eine Konstante ist, sondern auch von # abhiangt. Fihrt man 
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diese Fourierentwicklung wieder bis zum kh" Gliede durch, so erhalt man 
die Fourierkoeffizienten des » + 1%" Fehlers als lineare Funktionen der 
Fourierkoeffizienten des n® Fehlers: 


2h 
“ 1) > a,c 
0 


(Die oberen Indizes bezeichnen den Fehler, die ¢ mit ungeradem und ge- 
radem Index sind fiir die a und b gesetzt.) Die Koeffizienten «,, in 
diesen Rekursionsformeln sind dabei von » unabhiingig, sie bestimmen 
sich aus der Fourierentwicklung der Potenzen von r nach #, d. h. aus der 
Gestalt der Randkurve. 

is fragt sich nun, unter welchen Bedingungen die Fehler, d. h. die 
ec) gegen Null gehen. Nach den in der Theorie der Integralgleichungen 
hiiufig benutzten Siatzen ist dies dann der Fall, wenn die gréBte Wurzel 
der Determinantengieichung: 


gan a By * 8 My 

O91 gg — FT Mey Oe 5 

‘ og’ Sabalt = 0 
On One : =. 


dem absoluten Betrage nach kleiner als eins ist.*) 

Fiir den oben belhandelten einfachen Fall, daB die Randkurve R ein 
Kreis mit dem Radius ¢ ist, reduziert sich die Determinante auf ihre 
Diagonalglieder, und die Determinantengleichung wird: 

h 


[ [iaq-e)-—2)?-0 


0 
es werden also in der Tat alle Wurzeln der Determinantengleichung 
kleiner als eins. 
Nun ist die Determinantengleichung offenbar eine stetige Funktion 
ihrer Koeffizienten; schlieBt sich die Randkurve-R einem Kreise hin- 


2h 
*) Betrachten wir niimlich die Rekursionsformel e* 1) Or als Auf- 


lésung der Gleichungen: ¢, = i Sa, u¢, durch sukzessive Approximation, oder was 
dasselbe ist, durch die Neumannsche Reihe fiir 41, so geht c, gegen Null, solange 


i4=—=1 kleiner ist als der kleinste Eigenwert 2, des Gleichungssystems. Setzen wir 


1 : . . . ° 
x=. , so bestimmt sich 2 aus der angeschriebenen Determinantengleichung. Es 
i 


U 
1 . 
mu8 also 4 =1< sein oder x, <1, q.e.d 
0 








95? E. Trerrrz 


reichend nahe an, so werden fiir eine gewisse Anzahl von Fouriergliedern 
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung kleiner als 1 bleiben, d. h.: 
Wenn man sich auf eine gewisse Anzahl von Fouriergliedern beschrankt, so 
geht der Fehler (d. h. seine h ersten Fourierkoeffizienten) gegen Null; und 
die Zahl h von Fouriergliedern, die man noch beriicksichtigen kann, ohne 
daB das Verfahren divergiert, ist um so griéBer, je niher sich das gegebene 
Gebiet einem Kreise anschliept. 

Damit ist natiirlich nicht gesagt, daB nicht die héheren Glieder in 
der Entwicklung des Fehlers verhiiltnismaBig groB werden kénnen, aber 
man erhalt einen Fehler, fiir den die Fourierkoeffizienten a, bis a,, b, 
verschwinden, woraus man bekanntlich schlieBen kann, da8 der Fehler bei 
stetigen Randwerten an mindestens 2/ Punkten verschwindet. Ersetzt 
man die Fourierentwicklung durch die trigonometrische Interpolation, so 
erhalt man durch das angegebene Verfahren das Potentialpolynom h*™ 
Grades*), das an 2h iiquidistanten Punkten die dort vorgeschriebenen 
Randwerte annimmt. 

Die praktische Brauchbarkeit des Verfahrens beruht darauf, daB es 
sich in den praktischen Fiillen meistens um verhiltnismiiBig einfache Rand- 
kurven und Randwerte handelt, die durch solehe Polynome von einigen 
Gliedern geniigend gut angenihert werden kénnen, so daf die praktisch 
ausreichende Anzahl von Gliedern unterhalb der Grenze liegt, fiir die das 
Verfahren divergiert. 


§ 3. Abiinderung des ersten Verfahrens zu einem 
konvergenten Verfahren. 

Wir wollen jetzt dazu tibergehen, das im ersten Teile beschriebene 
Verfahren so abzuindern, daB wir ein konvergentes Verfahren erhalten, und 
wollen zu diesem Zwecke zuniichst einige Be- 
stimmungen treffen und die Bezeichnungen fest- 
legen (siehe Figur 3). Zunichst kénnen wir die 
Einschrinkung fallen lassen, daB es sich um fast 
kreisformige Gebiete handelt; wir wollen von 
der Berandung von G nur voraussetzen, daB die 
Randkurve RF endliche, stiickweise stetige Kriim- 
mung und nur eine endliche Anzahl von Ecken 
haben soll. Wir legen um das Gebiet.G wieder 
einen umschlieBenden Kreis K, der die Rand- 
kurve R von G nicht beriihrt. Der Mittelpunkt 





h—1 


*) u=a, + Se" (a, cos x # + dD, sin vF) + a, 0” cos hd. 
1 
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des Kreises AK sei der Nullpunkt des Koordinatensystems (x, y recht- 
winklige, 9, # Polarkoordinaten). Der Radius des Kreises K kann ohne 
Einschrankung der Allgemeinheit gleich 1 gesetzt werden. Mit dem 
Buchstaben ¢ charakterisieren wir die Bogenliinge auf dem Kreise K, 
gerechnet von dem Halbstrahl #=0O aus, mit s die Punkte der Rand- 
kurve R, und zwar gehen s und ¢ von 0 bis 22, wenn wir R und K 


einmal durchlaufen. Ist 6 die Bogenlinge auf R, so sei - endlich. Ein 


Punkt der Randkurve RF heibe einem Punkte des Kreises K zugeordnet, 
wenn sie durch denselben Wert fiir s und ¢ charakterisiert sind. 22 - N(z, y,t) 
sei die Normalableitung der Greenschen Funktion fiir den Kreis K. Eine 
Potentialfunktion, fiir die auf dem Kreise die Werte f(t) vorgeschrieben 
sind, ist also im Innern des Kreises K durch das Randintegral: 


g(“, y)= I, N(ay, t)-f(t)-dt gegeben. 
Uns interessieren natiirlich vor allem die Werte auf der Randkurve R: 
g(s) = { N(s, t)- f(t)- dt.*) 


Der einfache Konvergenzbeweis im Falle der konzentrischen Kreise 
beruhte auf der Méglichkeit der Entwicklung in die Fourierreihe, d. h. 
auf der Entwicklung in eine Reihe von Funktionen, deren Werte auf 
dem kleineren Kreise (der Randkurve R) bis auf einen konstanten Faktor 
den Werten auf den entsprechenden Punkten des fuBeren Kreises gleich 
waren. Entsprechend wird man geneigt sein, auch im allgemeinen Falle 
nach Funktionen zu fragen, deren Werte in zugeordneten Punkten des 
Kreises K und der Randkurve F bis auf einen konstanten Faktor ein- 
ander gleich sind; d. h. in der Sprache der Integralgleichungen: nach den 
Nullésungen des Kernes N(s,¢), denn diese geniigen gerade Gleichungen 
der Form: , 

n(t,) = | N(t,, t)- n(t)- dt = dn(s =¢,).*) 


Diese Funktionen erweisen sich aber als ungeeignet fiir unsere Zwecke, 
auch wenn man das System der Nullésungen durch Hinzufiigen der so- 


*) Hier und im folgenden bezieht sich der Buchstabe s stets auf einen Punkt 
der Randkurve. Es bedeutet also z. B. g(s) stets den Wert, den die Potentialfunktion 
g(a, y) m dem Punkt s der Randkurve annimmt. In den Ausdriicken N(s, t), N(t,, t), 
K(s, t) und K(t,, t) bezieht sich der erste Buchstabe stets auf den betreffenden Punkt 
der Randkurve R. Es ist also z. B. N(t,, t) die Normalableitung am Kreispunkte ¢ 
tiir die Greensche Funktion des Punktes s=t, auf der Randkurve. 
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genannten Hauptfunktionen vervollistindigt. Erstens ist tiber die Méglich- 
keit der Entwicklung nach solehen Funktionen nichts bekannt; zweitens 
reicht aber auch die bloBe Méglichkeit der Entwicklung nicht aus. Ware 
namlich das v* Glied in dieser Entwicklung »,(s), so wire der Fehler 
ten 

(1— +). n,(s). 


der h*" Naherung: 


‘ 1 
Das geht aber bloB dann gegen Null, wenn 1— , | < 1 ist, und das ist, 
; i 


da N(s, ¢) unsymmetrisch ist, nicht zu erwarten. 

Wir miissen also unser Verfahren abiandern und zwar lassen wir uns 
hier von den Methoden leiten, die in der Theorie der Integralgleichungen 
ausgebildet worden sind. Wir werden vor allen Dingen trachten, von dem 
Kerne N(s, t) zu einem symmetrischen Kerne iiberzugehen; zu diesem Zwecke 
werden wir versuchen, die Schmidtschen Eigenfunktionen*) des Kernes 
N(s, ¢) nutzbar zu machen, die durch die Gleichungen: 


p,(t,) = 4, / Nit,,t)-¢,(t)-dt, ¢,()=—4, | N(t, t)- p(t) - dt, 


definiert sind. 

Nach Analogie dieser Gleichungen verfahren wir nun: Sind auf der 
Randkurve R die Werte g(s) fiir die gesuchte Potentialfunktion vorge- 
schrieben, so bilden wir nicht die Potentialfunktion, die diese Werte an 
den entsprechenden Punkten des Kreises K annimmt, sondern wir bilden 
zuniachst die Zwischenfunktion : 


hy (t) =f N(t,, t) g(t,) at, 


und bilden hieraus erst als erste Naherung die Potentialfunktion, die auf 
dem Kreise K die Werte h,(¢) annimmt: 


(2, ¥) =| N(ay, t)- h(t) - at, 
die auf der Randkurve FR die Werte 
9,(8) = { Ns, t)- he(t) - dt 
hat, also den Fehler: f,(s) = g(s) — g,(s). 


Mit dem Fehler von 4,(x, y) verfahren wir nun auf die gleiche Weise, 
d. h. wir bilden die Korrektionen nicht direkt aus den Fehlern, indem 
wir die Fehlerrandwerte auf den Kreis K iibertragen, und fiir diesen 


*) Erhardt Schmidt, Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen, 
Math. Ann. Bd. 63 (1907). Fiir das folgende siehe Seite 461—466. 
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die Randwertaufgabe lésen, sondern wir bilden aus dem n*® Fehler f(s) 
erst die Zwischenfunktion: 


h,(t) = { N(t,, t) - f,,(t,)- dt, 


und nehmen als n* Korrektion die Potentialfunktion: 


k,(a, y) =f N(zy, t)-h,@)-dt =f [ N(xy, t)- N(t, Odt- F(t) at, 


die auf dem Kreise K die Werte h,(#) hat. f 
Etwas anders lat sich die Konstruktion der Korrektionen noch 
folgendermaBen erliutern: 


Wir erzeugen die x Korrektion aus dem x" Fehler nicht wie friiher 
durch die Greensche Funktion: 


k,(@, y) -{ N(ay, t)-f,(é)- dt, 


sondern durch die Funktion K(zy, ¢), die aus N(xy, t) folgendermaBen 
durch ,Zusammensetzung nach der ersten Art“ entsteht: 


K (ay, t)= { N(ay, r)- N(t, r)-dr, 


k (ry) = { K(xy, t)-f,(@)- dt. 


DaB diese Methode mit der oben gegebenen identisch ist, erkennt man 
durch einfaches Ausrechnen; dab der Kern K(s, ¢) symmetrisch ist, folgt 
aus der vorletzten Formel. 


$4. Konvergenzbeweis. 

Wir wenden uns jetzt dem Hauptbeweise der vorliegenden Arbeit zu, 
namlich dem Beweise, daB das Verfahren in der abgeainderten Form wirk- 
lich konvergiert. Die Anderung gegen das urspriingliche Verfahren be- 
steht also darin, dab an Stelle der Funktion N(zy, ¢t) die Funktion 


K(azy, t) = { N(cy, r)- N(t, r)-dr 


tritt. Die wesentliche Eigenschaft des Kernes K(s, ¢) besteht in seiner 
Symmetrie. Die Eigenfunktionen des Kernes K(s, ¢) sind die oben ge- 
nannten Funktionen p,(s). Von den Eigenwerten i} ist wichtig, dap sie 
selbstverstiindlich alle reell und als Quadrate der Schmidtschen Eigenwerte 
von N(s,t) auch séimtlich positiv sind. Die Eigenfunktionen p,(s) vertreten 
nun fiir den allgemeinen Fall genau die trigonometrischen Funktionen in 
dem Falle der zwei konzentrischen Kreise. Nehmen wir in der Tat an, 
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9(8) => 4, v, (8), 


0 


erhalten, also als ersten Fehler auf R: 


f,(s) ->'(1 —;=)-4, -p,(s). 


Die erste Korrektion erhalten wir jetzt genau wie Seite 248, indem wir 
die Werte /,(s) auf den Kreis K hinausschieben und die Potentialfunktion 


9,(a, y) = | K(axy, t)-g(t)-dt 


) 


die gegebenen Randwerte lieBen sich in eine gleichmiBig konvergente 
Reihe nach den p,(s) entwickeln: 


so wiirden wir, indem wir diese Randwerte auf den Kreis A  hinaus- 
schieben, als erste Naherung die Potentialfunktion: 


k, (x, y) { K(cy, t)-f,(()-dt = S*(1 —* a - p, (xy) 


bilden. Die Werte dieser Funktion unterscheiden sich auf der Randkurve R 
von den Werten f,(s) um 


f,(s) > (1 — +).4, -p,(s). 


0 


Fehler: 


oo 


f,{s) -»’ (1 - 
9 


A 


’ 


1\" ’ 
) -a,-p,(s). 


3? 


von Eigenwerten geben, die kleiner sind als - 


1 


» 
“= 


Das ist also der zweite Fehler. Wir fahren genau so fort und erhalten 
in Ubereinstimmung mit der Rechnung fiir die trigonometrischen Funk- 


Wir hatten vorausgesetzt, dab die Reihe fiir g(s) gleichmibig kon- 
vergiert; ist dies der Fall, so geht in der Tat der Fehler gleichmabig 
gegen Null, d. h. unser Verfahren konvergiert gleichmiBig, wenn der 


kleinste der Eigenwerte gréBer ist als 3 (# > >) Diese letzte Bedingung 


ist nun unwesentlich, denn es kann immer nur eie endliche Anzahl 


Diese kénnen ermittelt 


werden und die betreffenden ersten Glieder der Fourierreihe von g(s) ab- 
gezogen werden, so daB die Reihe fiir g(s) erst mit dem Gliede beginnt, 


fir das 4|> , ist. Fir Gebiete, die sich von einem Kreise nicht zu sehr 
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unterscheiden, tritt dieser Fall tiberhaupt nicht ein, denn fiir den Kreis 
ist, wie wir oben sahen, 2? — 1, also fiir nahezu kreisférmige Gebiete aus 


Griinden der Stetigkeit jedenfalis auch 42? > : 


Die wesentliche Frage bleibt nun die Frage nach der Entwickelbarkeit 
der gegebenen Itundwerte in eine Rethe nach den Eigenfunktionen p,(s). 

Was diese Frage angeht, so ist es mir nicht gelungen, die Méglich 
keit der Entwicklung nachzuweisen, etwa in dem Umfang, der fiir die 
trigonometrischen Funktionen gilt. Dies wird sich auch nicht als not- 
wendig erweisen, wiirde auch nicht zu dem allgemeinsten Falle fiihren, in 
dem das Verfahren noch konvergiert. 

Wir werden hier zunichst einen wichtigen Spezialfall betrachten, der 
uns dann zu dem Hauptsatze fihrt, daB namlich jedenfalls das mittlere 
Quadrat des Fehlers unserer Niiherungen auf der Randkurve mit wachsen- 
dem » gegen Null geht. Daraus kénnen wir mit Hilfe eines Satzes von 
Kellog schlieBen, dab unser Verfahren wenigstens fiir jedes Gebiet gleich- 
miaBig konvergiert, das ganz im Innern der Randkurve R liegt. 

Der Spezialfall, um den es sich handelt, lautet: LaBt sich die Poten- 
tialfaunktion mit den Werten g(s) auf R tiber diese Randkurve hinaus bis 
an den Kreis K eindeutig fortsetzen, und sind ihre Werte auf K: j(f) 
stetig, so laBt sich g(s) in eine absolut und gleichmibig konvergente Reihe 
nach den Eigeafunktionen p,(s) entwickeln. 

Der Beweis dieses Satzes ist nicht schwierig. Sind niimlich g(s) die 
Werte auf der Randkurve R und j(#) die Werte der Potentialfunktion 
auf dem Kreise K, so ist: 


as) = | N(s, t)-j(t)-dt. 


Die Méglichkeit, g(s) in der Form | Ns, t)- j(¢)- dt darzustellen, ist nun 
nach Schmidt*) hinreichend, um g(s) in eine absolut und gleichmiBig 
konvergente Reihe nach den Kigenfunktionen p,(s) zu entwickeln. Damit 
ist der genannte Spezialfall bewiesen. 

Um ein weiteres, wichtiges Resuitat zu erhalten, benutzen wir den 
(etwas erweiterten) Satz von Runge**), daB jede Potentialfunktion in einem 
Regularitiitsgebiet durch Potentialpolynome (_>'9’(a, cos v# + b, sin v#)) 
mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden kann. Fiir solehe Rand- 


*) Schmidt a. a. O. 8. 464. 


“*) C. Runge, Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen, Acta math 
IV, 1885. 


DaB die Approximation durch Polynome bei solchen Randkurven, wie wir sie 
hier betrachten und bei stetigen Kandwerten auch auf dem Rande noch gleichmiBig 
ist, erkennt man tolgendermaBen: Man denke sich die Neumannsche Integralgleichung 


Mathematische Aunalen. LXXIX 17 








258 E. Trererz 


kurven, wie wir sie hier voraussetzen und fiir stetige Randwerte kann 
der Satz dahin erweitert werden, dab die Approximation im ganzen Ge- 
biete mit EinschluB des Randes gleichmiabig ist. Haben wir jetzt stetige 
Randwerte g(s), so kénnen wir zunichst Potentialpolynome finden, durch 
die diese Randwerte mit einer beliebigen vorgegebenen Genauigkeit ap- 
proximiert werden. Die Randwerte g(s) dieser Approximation kénnen nun 
in eine absolut und gleichmiBbig konvergente Reihe nach den p,(s) ent 
wickelt werden. Das heipi aber, dab wir unter den fiir die Randkurve ge- 
machten Voraussetzungen jede stetige Funktion g(s) mit beliebiger Genauig- 
keit durch lineare Aggregate der Eigenfunktionen p,(s) approximieren kinnen 

Daraus kann man nattirlich noch nicht auf die Entwickelbarkeit 


iS 
stetiger Funktionen in eine Reihe S" a, p,(s) schlieben, wo 
— 
( 


a, = } g(s) p,(s)-ds 


ist. Wir kénnen aber éine fiir das folgende wichtige Folgerung ziehen 
Sind > 
a J g(s - p,(s) ds vy=(), 1, 2,---) 


die Fourierschen Koeffizienten der Funktion g(s), so ist: 


=x 
, | > 
/ g(s):ds = N\ a*, 
. — 


d. h. das Integral iiber das Quadrat einer stetigen Funktion ist gleich der 
Summe der Quadrate der Fourierkoeffizienten. Die Differenz 


gelist; nun ziehe man um das gegebene Gebiet in sehr geringem Abstande eine um- 
schlieBende Kurve und erzeuge mit der Neumannschen Belegung eine Potentialfunk- 
tion, indem man diese Belegung statt auf der wirklichen Randkurve auf der um- 
schlieBenden Nachbarkurve anbringt. Man zeigt in derselben Weise, in der die 
Stetigkeit einer durch eine Belegung erzeugten Potentialfunktion bewiesen wird, dab 
diese Potentialfunktion gleichm&Big in die gesuchte Potentialfunktion iibergeht, wenn 
die umschlieBende Nachbarkurve sich gleichmiig der eigentlichen Randkurve nihert. 
Will man nun eine Funktion auch auf dem Rande mit der vorgegebenen Genauig- 
keit e durch Potentialpolynome approximieren, so legt man die Nachbarkurve so nahe, 


daB die von ihr erzeugte Potentialfunktion sich nur um ad von der zu approximieren- 
den unterscheidet. Diese .Nachbarfunktion* liBt sich nun nach dem Rungeschen 
Satze gleichmiBig mit der Genauigkeit > jedem Gebiet approximieren, das ganz 


innerhalb der Nachbarkurve liegt, also auch auf der Randkurve R des gegebenen 
Gebietes. Damit ist offenbar die Approximation der Potentialfunktion gleichmabig 
auch mit Einschlu8 der Begrenzung unseres Gebietes erzielt, w. z. b. w. 
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7. Ye 
{ 9*(s)-ds — Sa 

— 


0 


ist naimlich das Integral tiber das Fehlerquadrat: 


Mi 14 , 2 
| | g(s) a > a> p,(8)} -ds. 


. 


Die a, sind aber so bestimmt, dab dieses Integral ein Minimum wird. Da 
man nun y(s) durch hinreichend viele p,(s) mit beliebiger Genauigkeit 
approximieren kann, wodurch das Fehlerquadrat auch beliebig klein wird, 
so muB,' wenn w iiber alle Grenzen wiichst, das mittlere Fehlerquadrat 
gegen Null gehen, da es kleiner sein muB als eine GréBe, die beliebig klein 
gemacht werden kann.*) 

Es seien jetzt die Fourierkoeffizienten des n” Fehlers 

ay”; ay » a3"; ay”, es a‘ 7; / f,(8)-p,(s)-ds 

dann ist der » + 1” Fehler auf der Randkurve R: 


also sind die Fourierkoeffizienten des n + 1" Fehlers: 


ar? | f,(s)-p,(s)-ds —| | K(s, t)-f,()-p,(s)-dsdt. 

Da A(s,¢) symmetrisch ist, kénnen wir hier auf der rechten Seite nach 
: — , 1 

s integrieren {| K(s, t)-p,(s)-ds = ,: P,(¢) und erhalten: 


aett) (1 z )-a\” 


= ( 1— ss \" an 1 


' , ; 
, (1 } 2: } ‘a,. 
Hieraus folgt fiir das mittlere Quadrat des n'" Feblers die Formel: 


{ FAs) -ds : > 4 (l— ~ "a2, 


4 


0 


wo die a ohne oberen Index die Fourierkoeffizienten der gegebenen Rand- 
werte g(s) sind. 


*) Da dies fiir alle stetigen Funktionen gilt, gilt es auch fiir alle Funktionen, 
die durch stetige Funktionen in der Weise approximiert werden kémnen, da8 das 
mittlere Quadrat des Fehlers beliebig klein wird. Siehe die Bemerkung am Schlusse 
des Abschnitts. 


[> 
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Da die Reihe aus den Quadraten der Fourierkoeffizienten >a stets 


> 0 
konvergiert, wenn das Integral / 4*(s)-ds existiert, so erhalten wir das 
wichtige Resultat: 

Das mittlere Quadrat des n“” Fehlers geht mit wachsendem n gegen Null! 


Die oben gemachte Bemerkung beziiglich der kleinsten Kigenwerte 
gilt auch hier; wir denken uns fir die Eigenwerte 4* < ; die Kigen- 


funktionen ermittelt und die entsprechenden Glieder der Fourierschen Ent- 
wicklung von vornherein von g(s) abgezogen. 

Damit ware der Hauptteil des Beweises erledigt. Im tibrigen kénnen 
wir uns auf einen Satz von Kellog berufen, der die Ableitung der Green- 
schen Funktion betrifft. 

Um im Innern unseres urspriinglich gegebenen Gebietes G den Fehler 
der n** Niherung abzuschiitzen, stellen wir den Fehler der n Nihe- 
rung im Innern von G durch die zu G gehérige Greensche Funktion dar. 
Bezeichnen wir diese mit 0(zy, 6), so ist f,(#, y) innerhalb von @ durch 
das fiber die Randkurve R zu erstreckende Integral: 


"0 0 ey, G 


DS oP 
f(y) = s5 | BU er dé 


gegeben. Nach der Schwarzschen Ungleichung wird: 


1 - "| O(a yw. 6) )2 /de\? 
(yy) - 2/e\ Je | alt | . 
f(y) S wf [;(s ds | ian (i) ds. 


Von dem ersten dieser Integrale haben wir eben gezeigt, dab es mit 
wachsendem » gegen Null geht. Es bleibt noch tibrig, zu zeigen, dab 
das zweite Integral endlich bleibt, und das leistet gerade der genannte 
Satz von Kellog. Auf die Greensche Funktion angewendet besagen die 
Resultate von Kellog, daB die Normalableitung der Greenschen Funktion 
endlich bleibt an Punkten, wo die Randkurve einen von Null verschie- 


denen Kriimmungsradius hat. Schafft man die Ecken durch konforme 
1 
Abbildung von der Form (z—z,)“ fort, so erkennt man, daB die Normal- 
ableitung an ausspringenden Ecken verschwindet; an einspringenden Ecken 
wird sie unendlich wie ——- ina» WO am der Winkel der die Ecke bil- 
af “0 
2de 


denden Tangenten ist. Das Integral J (oo) (G2) as konvergiert demnach, 


solange nicht einspringende Ecken vom ifuBeren Winkel Null auftreten. 


Diesen Fall schlieBen wir zuniichst aus. Nehmen wir nun irgend ein Ge- 





Ss. 
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o> ; ‘ * 700\2 2 

biet G* ganz im Innern von G, so bleibt das Integral J (; ) (5) ds 
’ On} \ds 

fir G* unterhalb einer oberen Grenze, die wir mit M* bezeichnen wollen, 

und es wird: 


f(xy) < -- M . f £2(s)as. 


Das heiBt aber: Fiir jedes Gebiet G*, das gane im Innern des gegebenen 
(Gebietes G liegt, konvergiert unser Verfahren gleichmipig, w. x. b. w. 

Fiir den Fall, daB die Kandkurve eine einspringende Ecke vom Winkel 
Null hat, muB, damit die Abschiitzung des Fehlers das gleiche Resultat 
liefert, die Zuordnung der Punkte von R zu den Punkten des umschlieBen- 


6 de 


den Kreises A so eingerichtet werden, daB das Produkt . j, endlich bleibt, 


ne 


d. h. es mub = null sein. Man erreicht dies z. B. dadurch, daB man die 


Zuordnung so wihit, dab beim Wegschaffen der einspringenden Ecke durch 
eine konforme Abbildung von der Form (¢—<,)" eine gleichmaBige Ein- 
teilung auf FR einer gleichmaBigen Einteilung auf A entspricht. 

Hiermit ist der Konvergenzbeweis abgeschlossen. Als eine wichtige 
Erweiterung méchte ich noch hinzufiigen, dab das Beweisverfahren nicht 
verlangt, dab die Randwerte, fiir die die Randwertaufgabe zu lésen ist, 
stetig sind. Es geniigt, daB die gegebenen Randwerte sich durch stetige 
Funktionen so anniihern lassen, daB das mittlere Fehlerquadrat der An- 
naherung beliebig klein wird. Hierin sind alle praktisch vorkommenden 
Fille enthalten. 


$5. Fast kreisformige Gebiete, Fofmeln. Gebiete, die von einem 
Punkte konvex sind. 


Wir wollen jetzt dazu iibergehen, die fiir die Durchfiihrung der Rech- 
nung nétigen Formeln aufzustellen, wobei wir uns auf Gebiete beschrinken, 
die, von dem Mittelpunkt des umschlieBenden Kreises aus gesehen, konvex 
sind. Die Zuordnung der Punkte der Randkurve zu den Punkten des um- 
schlieBenden Kreises K erfolgt wieder in der Weise, dab solche Punkte 
einander zugeordnet werden, die auf gleichen Radien liegen (Figur 1). Es 
wird also s = @. 

Die Normalableitung der Greenschen Funktion ftir den Kreis finden 
wir zu: 


4 


~ 
1 1 . . 

oa S 0” (cos vy® cos vt + sinyvd sim vf) 
22 7 hmed 


1 


Niot, ti = 


Daraus ergibt sich fiir den symmetrischen Kern K(o#, t) 
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an 


Kio, t) = / N(o#,r) Nitridr 
hi 
i 1 7 F 
=-— + S o' (3) 9"(t) (cos v@ cos vt +’sin vy# sin vt) 


22 . fm— 
1 


~ 


K(s, t)= + 


1 7 ‘ : , 
b o'(s) 0"(t){ cos vs cos vf + sin vs sin vt}, 
22 2 ha “ ° 


1 
wo o(¢) den Radiusvektor des Punktes #@ =? auf der Randkurve FR be- 
deutet. 
Ist jetzt f(s) der Fehler der n'” Naherung, so erhalten wir die dazu- 
gehérige n® Korrektion: 


k (ot) = | K(o@, t)f,(t)dé 


2n * 2a 
wy ee ’ 1 f° 
= fi (t)dt+ Ss (0 cos vit f o@ cos vif (dt 
aa.) /» a \' z.J § 
0 1 0 
22 
; 1 ‘ 
+ o” sin vi / o”(t) sin vi f,,(t)dt) 
a, 
0 


Wir erhalten also die n“ Korrektion als Potenzreihe, deren’ Koeffizienten 
durch die Integrale: 


1 ei , , 
a= + o'(t) cos vt f(tid@® b =f o’(t) sin vif (t)dt 


0 0 


gegeben sind. 

Die Form dieser bestimmten Integrale ist nun von wesentlichem 
Interesse; sie sind nimlich genau so gebildet wie die Fourierkoeffizienten 
bei der Lisung der Randwertaufgabe fiir den Kreis: d. h. der Koeffizient 
von 9” cos y# und 9” sin y® wird gefunden, indem man fiir das Produkt 
f,(t)- @”(t) cos vt und f,(2)0"(t) sin vt das Integral iiber die Randkurve R 
bildet. 

Wir erhalten also das einfache Resultat: Wollen wir fiir gegebene 
Randwerte g(s) die Randwertaufgabe lisen, so bilden wir die erste Niahe- 
rung so, als ob unsere Randkurve # ein Kreis wiire, indem wir in der 
Potenzreihenentwicklung 


nn 
’ . 
9,(e?) = Ss (a, 9" cos v# + b 9” sin v#) 
— 


0 





co 
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die Koeffizienten nach: Art der Fourierkoeffizienten durch die tiber die 
Randkurven zu nehmenden Integrale 


2x 22 


. . 
Wy= / g,(t) dt, a, = : / q i o' (ft) cos vidt. 
=m, 7, 
0 uo 
2a 
1 . 
b= { 9(t) 0" (t) sin vidt 
a 


bestimmen. Es bleibt ein Fehler stehen, der in genau der gleichen Weise 
behandelt wird, wie die urspriingliche Randwertaufghbe, usw. Die Kon- 
vergenz des Verfahrens haben wir oben dargetan. 

Praktisch wird man meist die bestimmten Integrale durch Summen 
liber 2m aiquidistante Punkte ersetzen; man erhiilt dann als Resultat das- 
jenige Polynom xn" Grades, das an diesen 2 Punkten die dort vorge- 
schriebenen Werte annimmt. 


SchluBbemerkung. Weitere Verwendbarkeit des Verfahrens. 


Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, ist das vorstehend an- 
gegebene Verfahren einer groBen Ausdehnung fahig. Zuniichst ist zu be- 
merken, daB es ohne weiteres auf den Raum, also auf fast kugelférmige 
Gebiete iibertragbar ist, denn es sind in den Beweisen nur die Satze aus 
der Theorie der Integralgleichungen und aus der Potentialtheorie benutzt 
worden, die auch fiir mehrere Dimensionen giiltig sind. 

Ferner kann das Verfahren auf andere Gebiete als den Kreis ange- 
wendet werden, z. B. auf fast quadratische Gebiete, wie iiberhaupt auf 
Niitherungsgebiete zu Gebieten, deren Greensche Funktion bekannt : ist. 
(Nicht einmal das ist nédtig, es geniigt, wenn die Greensche Funktion 
niherungsweise bekannt ist in unserem Beweis ist die Eigenschaft 
von N(xy, ¢) als Normalableitang der Greenschen Funktion ftir den Kreis 
nirgends wesentlich benutzt worden.) 

Drittens kann das Verfahren auf andere Differentialgleichungen vom 
elliptischen Typus angewendet werden. Der Konvergenzbeweis ist auf alle 
Fille direkt tibertragbar, in denen die folgenden beiden Bedingungen er- 
fillt sind: 

Es mu8 sich die gesuchte Funktion durch eine Summe von Funk- 
tionen, die der betreffenden Differentialgleichung geniigen, mit beliebiger 
Genauigkeit anniihern lassen — diese Funktionen miissen bis an den Kreis 
heran stetig sein. 

Ferner miissen fiir eine Reihe von Funktionen, deren mittleres Quadrat 
auf dem Rande eines Gebietes gegen Null geht, die Funktionen im. Innern 
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an 


K(o#, t) = | N(o#,r) Nitridr 


_ 
— 


x 
| . . 
= + S o' (3) 9"(t) (cos v# cos vt +’sin v@ sin vt) 
4 _ 


to 
4 
M4 


1 
~ 
K(s, t)=, + > 0’ (s) 0” (t){ cos vs cos vt + sin vs sin vt}, 


1 


te 
a 
Bs) 


wo o(¢) den Radiusvektor des Punktes @=? auf der Randkurve FR be- 
deutet. 

Ist jetzt f,(s) der Fehler der n‘ Niherung, so erhalten wir die dazu- 
gehérige n® Korrektion: 


k (ot) = | K(o®@, t)f,(tydt 


a -— J f(Odt+ D4 (0 cos vt - J o’(t) cos vt f (dt 
"%  § “8 
Pees s : 
+ o” sin vo | o”(¢) sin vt f,(t)dt) 
r) 


Wir erhalten also die n“ Korrektion als Potenzreihe, deren’ Koeffizienten 
durch die Integrale: 
=—- / o’(t) cos vi f, (tide b, = ; | o’(t) sin vt f (td 
=. a, 
0 0 
gegeben sind. 

Die Form dieser bestimmten Integrale ist nun von wesentlichem 
Interesse; sie sind nimlich genau so gebildet wie die Fourierkoeffizienten 
bei der Liésung der Randwertaufgabe fiir den Kreis: d. h. der Koeffizient 
von 9” cos vy? und 9” sin y® wird gefunden, indem man fiir das Produkt 
f,(t)-9"(t) cos vt und f,(é)0"(¢) sin vt das Integral iiber die Randkurve R 
bildet. 

Wir erhalten also das einfache Resultat: Wollen wir fiir gegebene 
Randwerte g(s) die Randwertaufgabe lisen, so bilden wir die erste Nihe- 
rung so, als ob unsere Randkurve FR ein Kreis wiire, indem wir in der 
Potenzreihenentwicklung 


~~ 
’ . 
9,(\o?) = _ (a, 9" cos v# + bo” sin vi) 
—_— 


0 
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die Koeffizienten nach: Art der Fourierkoeffizienten durch die tiber die 
Randkurven zu nehmenden Integrale 


22x 22 
. 


1 1 { 
a, = / q,(t) dt, a, = / qit\o'(t) cos vidt, 
aa} In rw ey 9h 
0 0 
22 
1 
b= | q(t) o”(t) sin vidt 
=f IG 
0 
bestimmen. Es bleibt ein Fehler stehen, der in genau der gleichen Weise 
behandelt wird, wie die urspriingliche Randwertaufghbe, usw. Die Kon- 
vergenz des Verfahrens haben wir oben dargetan. 

Praktisch wird man meist die bestimmten Integrale durch Summen 
tiber 2m fquidistante Punkte ersetzen; man erhilt dann als Resultat das- 
jenige Polynom xn" Grades, das an diesen 2” Punkten die dort vorge- 
schriebenen Werte annimmt. 


SchluBbemerkung. Weitere Verwendbarkeit des Verfahrens. 


Wie schon in der Einleitung bemerkt wurde, ist das vorstehend an- 
gegebene Verfahren einer groBen Ausdehnung fahig. Zuniichst ist zu be- 
merken, daB es ohne weiteres auf den Raum, also auf fast kugelférmige 
Gebiete iibertragbar ist, denn es sind in den Beweisen nur die Siatze aus 
der Theorie der Integralgleichungen und aus der Potentialtheorie benutzt 
worden, die auch fiir mehrere Dimensionen giiltig sind. 

Ferner kann das Verfahren auf andere Gebiete als den Kreis ange- 
wendet werden, z. B. auf fast quadratische Gebiete, wie iiberhaupt auf 
Niiherungsgebiete zu Gebieten, deren Greensche Funktion bekannt : ist. 
(Nicht einmal das ist nétig, es geniigt, wenn die Greensche Funktion 
niherungsweise bekannt ist — in unserem Beweis ist die Eigenschaft 
von N(zxy, ¢) als Normalableitung der Greenschen Funktion fiir den Kreis 
nirgends wesentlich benutzt worden.) 

Drittens kann das Verfahren auf andere Differentialgleichungen vom 
elliptischen Typus angewendet werden. Der Konvergenzbeweis ist auf alle 
Fille direkt tibertragbar, in denen die folgenden beiden Bedingungen er- 
fillt sind: 

Es mu8 sich die gesuchte Funktion durch eine Summe von Funk- 
tionen, die der betreffenden Differentialgleichung geniigen, mit beliebiger 
Genauigkeit anniihern lassen — diese Funktionen miissen bis an den Kreis 
heran stetig sein. 

Ferner miissen fiir eine Reihe von Funktionen, deren mittleres Quadrat 
auf dem Rande eines Gebietes gegen Null geht, die Funktionen im. Innern 
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des Gebietes gleichmaBig gegen Null gehen, was im wesentlichen eine 
Forderung tiir die Normalableitung der Grocaneners Funktion bedeutet. 
(Vgl. S. 257, Kellogscher Satz.) 

Von besonderem Interesse ist die Ubertragung des Verfahrens auf 
die Gleichung AAu = 0. Ich will hier auf die Einzelheiten der Beweis- 
fihrung nicht eingehen. Es geniigen auch hier die genannten beiden Be- 
dingungen, mit der Abinderung, die sich sinngemiB daraus ergibt, dab 
nicht nur die Randwerte der Funktion selbst, sondern auch ihrer Normal- 
ableitung gegeben sind. Die erste der genannten Bedingungen ist nun 
sicher zu erfiillen, denn man kann jede Funktion, die der Gleichung 
ASAu = 0 geniigt, durch Potentialfunktionen in der Form g, + r*g, dar 
stellen, womit die Méglichkeit dargetan ist, die Lésung durch Polynome 
darzustellen, die dieser Gleichung geniigen. Die zweite Bedingung 1laBt 
nun eine interessante mechanische Deutung zu: Betrachtet man nimlich 
die Lésung der Gleichung als Spannungsfunktion in dem ebenen Falle 
der Elastizitiitstheorie, so lautet die zweite Bedingung, ins mechanische 
iibertragen: Wirken fuBere Krifte, deren mittleres Quadrat gegen Nu!! 
geht, so miissen, wenn das Verfahren konvergieren soll, mit dem mittleren 
Quadrat der auBeren Kriifte auch die Spannungen im Innern gegen Null 
gehen und zwar gleichmaBig in jedem ganz im Innern liegenden Bereich. 
Diese Forderung ist nun mit dem sogenannten de Saint- Venantschen 
Prinzip nahe verwandt, und ist in jenem enthalten, wenn man wenigstens 
das Prinzip mathematisch klar formuliert, sodaB man sagen kann, dab 
bei der Voraussetzung der Giiltigkeit des de Saint-Venantschen Prinzips 
auch unser Verfahren konvergiert. 

Die Schwierigkeit des Konvergenzbeweises fallt gunz fort, sobald 
man sich bei der Entwicklung nach bestimmten Funktionen auf eine end- 
liche Anzahl] von Gliedern beschrinkt. Man erhilt dann stets eine Funk- 
tion, die an vorgegebenen Punkten die verlangten Randwerte annimmt. 











F. Beansrews. Wher das Fourierintegral fe? cos tan dx 965 
0 


Uber das Fourierintegral { e~* cos fadxr. 
0 


Von 


Fenix Bernsreiw in Gottingen. 


Das Fourierintegral { ¢~* cos tada besitzt bekanntlich den Wert 
° 
= e ‘, ist also bestiindig positiv fiir reelle Werte der Variabeln. Es lige 


oo 


nahe, ein gleiches fiir das Integral / e~*' cos tad” zu vermuten.*) 


0 
In Wirklichkeit verbilt es sich aber anders, als gedacht werden kénnte, 
es besteht der Satz: 
I. Das Integral | e-* cos txda, allgemeiner das Integral 
0 


=x 


J,= | e-*" costadx (q= ganze positive Zahl + 1) 


0 


nimmt oberhalb jeder festen Grenze T immer wieder negative Werte an. 
*) Die beriihrte Frage hingt aufs engste und umkehrbar zusammen mit der 
Frage nach der reellen Aufliésbarkeit der Integralgleichung 
+ © 


(a) F(a) | r(* bg Y) f(" + IV dy, 


j 
. 
oo 


mit der sich C. Runge und, Polya beschiiftigt haben (vgl. Math. Ann. Bd. 75, 8S. 130 
u. 8. 376). Sind nimlich F(a) und f(x) zwei reelle durch die Gleichung (a) verbun- 
dene Funktionen, so besteht unter der Voraussetzung der absoluten Konvergenz beider 
Seiten die weitere Identitit 

(b } F(a) cos ta da = / [ (a) costadzx ) . 


. 


deren linke Seite also negative Werte nicht annehmen kann. Eine reelle Lésung f(x), 
welche ein abs. konvergentes Fourierintegral besitzt, kann also schon bei gegebenem 
F(a) =e" ™ nach [. nicht existieren. 








F. Bexxstrer 


Der Beweis der ausgesprochenen Behauptung ergibt sich mittels einer 
Methode, die der des beriihmten Beweises nachgebildet ist, den G. H. Hardy*) 
fiir das Vorhandensein unendlich vieler Nullstellen (ungerader Ordnung) 


r . . 1 ee . 
der Zetafunktion von der Abszisse , geftihrt hat. Da die genannte Me- 


thode noch wenig bekannt ist. diirfte eine ausfiihrliche Darstellung des 
Beweises nicht ohne Interesse sein. 
Es sei f(¢) fir 0<t< oo eine eindeutige stetige reelle Funktion, fiir welche 


(A) das Integral / f(t)¢’dt fir jedes p> O existiert, 
und fiir welche 
(B) f(t)=>O fir alle ¢ des Intervalls (0, ---, ~) 


gilt wobei das Gleichheitszeichen tir ‘< 7, beliebig, fir t > 7, aber nur 
fiir eine Nullmenge gilt, so daB das Integral der Funktion auf keinem 
Intervall (a, b) (7, <a <b< ce) verschwindet. 
Dann gilt der Satz: 
l. Es gibt zu jedem (noch so groBem ) positivem T> T, ein zugehdriges P, 
sv dap die Ungleichung 
I oo 
(1) J ft tv dt f fleytr at 
uv 7 
fiir alle p> Pp erfiillt ist. 
Denn ersetzen wir, nach dem ersten Mittelwertsatz, die linke Seite J, 
der Ungleichung durch 
7 7 


(2) J,=(-o0)r | fithdt< 7? | f(t)dt=T’K (K>0),0<0<1, 


die rechte Seite J, durch den kleineren Wert 


27T+1 27+1 
(3) J, =| fit)t?dt = (27+ @) | f()dt<(2T)"K’ 0<%<1(K'>0), 
so daB re be 
(4) J,< T?K; (27)?K’ < dg Jp 


folgt, und wiihlen wir, was zufolge K’+0 méglich ist, P so, daB fir 
alle p- P 

5) ; T?K < (27)? kK’ 

ist, so ist vermége (4) unsere Behauptung erwiesen. 


*) C. R. hebd. d. s. de Ac. d. Sc. Paris 158 (1914), S. 1012—1014, vgl. E. Landau, 
Math. Ann. Bd. 76, Heft 2, 8. 218—243. 


























Uber das Fourierintegral fem 
5 

Es sei nunmehr g(#) eine fiir 0<¢< oo eindeutige stetige reelle Funk- 
tion, welche die obige Bedingung (A) erfiillt, ftir welche aber anstelle von 
(B) die Bedingung (B’) g(t) > 0 fiir alle ¢ des Intervalls ( 7, - --, co) tritt, 
wobei das Gleichheitszeichen wie oben, nur in einer Nullmenge héchstens 
des Intervalls (7', ---, 0) gelten soll. Hierbei darf g(¢) jetzt fir 0<t< T 
auch -negativ sein. 

Dann gilt der Satz 

Il. Es gibt 2u jedem (noch so groB vorausgesetztem) T ein P, so dap 
fiir alle p> P die Ungleichung 


ry 
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(6) O<fgit)tdt erfiillt ist. 
In der Tat ist einerseits 
(7 f git tvdt < git |t? dt. 


Andrerseits ist vermége | fiir die positive, nur in einer Nullmenge héch- 
stens verschwindende Funktion |g(¢)| fiir ein hinreichend groBes P 


r 1 
(8) ft oft rdt<fy t)tdt, also 

1 es 
(9 fot \tv dt < f y(t)trde und daher 

rf mn 
7 ] x» 
(10) fot tedt + | g(t)trat < | gitye dé. 
0 0 0 


Die linke Seite ist positiv oder Null, so daB fiir alle p> P 
(11) O< | g(t)t! di ist. 
0 
Die soeben abgeleitete Bedingung (11) ist nofewendige Bedingung da- 
fiir, dab eine gegebene Funktion g(t), die der Bedingung (A) geniigt, von 
einem gewissen 7’ ab niemals negativ ist. Die entsprechenden Uberlegungen 
fiir — g(t) zeigen, dab 


oo 


(12) 0) { g(t)te at 


0 
die Bedingung dafiir ist, daB g(t) von einem gewissen 7’ ab niemals posi- 
ti ist. Es gilt daher der Satz: 
Ill. Besitzt die unendliche Reihe der Momente (deren Existenz voraus- 
gesetzt wird) 
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(13) f g(t)teat (p=1, 2, 3, -++) 
unendlich viele Zeichenwechsel, beziiglich nimmt sie unendlich oft den Wert 
Null an, so besitet die Funktion g(t) oberhalb jeder Grenze T eine Null 
stelle, und wechselt beim Durchgang durch dieselbe ihr Zeichen. 

Nach diesen Vorbereitungen bemerken wir, unter q eine ganze posi 
tive Zahl verstanden, zuniichst, daB die Funktion e~*"’ wnd thre séimélichen 
Ableitungen die Bedingungen des Fourierschen Umkehrtheorems erfillen 
(da diese Funktionen endlich viele Maxima und Minima besitzen, und von 
— oo bis + oo integrabel sind).*) 

Setzen wir jetzt 
13 git) - as e~*"' eos ta dx 
und bedenken, dab vermége des Fouriertheorems fiir jedes x, und daher 
auch fir z = 0 


pid ni: vita’ 
(14) ha ie-**) / g(t) t” cos ta dt 


i 


wird, so ist die Existenz: der Momente (13) fiir die Funktion g(t) ge- 
sichert. 

Ihre Berechnung erfolgt direkt aus der Formel (14) fiir » = 0, indem 
wir beide Seiten nach Potenzen von x entwickeln: 


n Nn’ hoon “ a = ,’ 4 m cs” { 2m 
(15) 2 | 1) = bog 1) 2m)! « g(t)P“dt 


n=O a=0O 0 


durch Vergleich der Potenzen, in der Form 


4 (2m)! . 
(a) | g(t)@™dt —(—1yre- 9" firm = gn, 
0 ‘ . 
(b) f oft en dt =O fiir m+ qn. 


Im Falle g = 1 und nur in diesem kommt (b) in Fortfall und sind zu- 
gleich alle Momente der Reihe (a) positiv. Im Falle gq > 1 besitzt daher 
die analytische Funktion g(t) oberhalb jedes Wertes 7’ nach III. unend- 
lich viele Nullstellen und zwar von ungerader Ordnung. 


*) Serret-Harnack, Bd. IJ, S. 378. 
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Uber die Isomorphismen unendlicher Gruppen ohne RKelation. 
Von 


J. Nrgusen in Konstantinopel. 


Kine endliche Anzahl » von erzeugenden Operationen a,, a,, ---, @,, 
zwischen denen keine Relationen bestehen, definieren die allgemeine unend- 
liche diskontinuierliche Gruppe G,. Zwei Elemente dieser Gruppe sind 
nur dann identisch bzw. ineinander transformierbar, wenn die ihnen ent- 
sprechenden Ausdriicke in den a, identisch sind, bzw. in zyklischer An- 
ordnung geschrieben identisch werden. Wihlit man n Elemente «,, «,, ---, «, 
der Gruppe so aus, daB man jedes Element der Gruppe als Komposition 
aus ihnen darstellen kann, daB also hinsichtlich der Erzeugung der Gruppe 
das System der a, durch das System der «, ersetzt werden kann, so de- 
finiert ein solches zusammengehériges System primitiver Elemente «, eine 
isomorphe Beziehung von G, auf sich selbst. Im folgenden wird eine Me- 
thode entwickelt, um in einer endlichen Anzahl von Schritten zu ent- 
scheiden, ob » vorgegebene Elemente aus G, 
morphes System bilden. 

Die n Elemente «,, «,, - - 


_ in dieser Weise ein iso- 
+, &, des betrachteten Systems S aus G, 
sind als Kompositionen der a, gegeben, haben also die Form: 


(1) a.=a'a, “al, 


wobei die Indizes / dem System der Indizes 1 bis » entnommen sind 
und die Exponenten e positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. Not- 
wendige und hinreichende Bedingung dafiir, dab man aus den «, durch 
Komposition die ganze Gruppe aufbauen kann, ist offenbar, daB man aus 
ihnen die urspriinglichen Erzeugenden a, ausdriicken kann. Besteht also 
jedes a nur aus einer Erzeugenden a, so miissen die a, eine Permutation 
der a, sein, wobei noch jedes a mit dem Exponenten + 1 oder — 1 ver- 
sehen sein darf. Kommen hingegen unter den « Kompositionen aus den a 
nach (1) vor, so gibt es Erzeugende a, die Kompositionen aus den « sind: 


(2) @.=@' a*---a@*, 
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Schreibt man hierin fiir die « ihre Ausdriicke nach (1), so nimmt (2) 
die Gestalt einer identisch erfiillten Gleichung 
a.=T.af 

an, wobei also die [, Ausdriicke in den @ sind, die sich durch Absorption , 
ganz aufzehren. Jedes soleche [ enthilt daher notwendig mehr als ein 
vollstindiges Element «, und es muB unter diesen «-Elementen von [ 
mindestens eins geben, das von seinen beiden Nachbarelementen (dem vor- 
ausgehenden oder dem nachfolgenden oder beiden zugleich, aber nicht 
mehr als diesen beiden) wanz absorbiert wird: sonst kénnte [ sich nicht 
selber ganz aufzehren. Sei «, dies Element, so muB es also: eme Kom- 
bination «,«, oder u-'«, oder «a, oder «a=! geben, die weniger oder- 
hdchstens gleichviel Erzeugende enthiilt wie «,. Setzt man in dem System 
S diese Kombination an Stelle von «,, also: 

“, = « (fir i+ y 

«, = ¢,«, (und analog), 
so ist S isomorph, wenn sich diese Eigenschaft von dem neu entstehen- 
den System S’ nachweisen lat, und umgekehrt ist wegen 

, = & (fir i+y 

a, = «,« ~' (und dnalog) 
das System S’ isomorph, wenn dies mit *S der Fall war. Das Verfahren 
laBt sich also mit S’ fortsetzen, und man ecrhalt in der so entstehenden 
Systemreihe schrittweise eine Verkleinerung der Erzeugendenzahl, so oft 
sich eine Kombination «,*'«,*! finden liBt, die weniger Erzeugende ent- 
halt als der eine ihrer Bestandteile. Gibt es bei einem bestimmten System 
S keine solehe Kombination, so muB es notwendig’ eine Kombination 
«,*1¢,¢,*' derart geben, daB darin «, je zur Hiilfte von den Nachbar- 
elementen absorbiert wird. Dann ordne man die Elemente von S derart 
in eine Reihe «,, «,---, «,, dab kein Element mehr Erzeugende umfabt, 
als ein spiiteres der Reihe. Sei nun etwa «, das erste Element der Reihe, 
welches die Eigenschaft hat, zwischen zwei anderen je zur Hiilfte. absor- 
biert zu werden, so umfaBt «, eine gerade Anzahl von Erzeugenden, und 
es sei «, = AB, 
die Zerlegung in zwei Hilften. So oft dann ein anderes Element des Systems 
mit dem Bestandteil B, endigt bzw. mit dem Bestandteil B~' anfingt, 
bewirke man durch gecignete Kombination mit «,, daB A;-' baw. A, an 
die Stelle tritt. Damit hat «, die betrachtete Eigenschaft verloren, und 
keines der «, vorausgehenden Elemente hat sie neu erworben, denn fir 
diese kommén nur Anfangs- und Endbestandteile bis zur Erzeugenden- 
zahi von 4, in Betracht, und solche sind keine neu entstanden, die nicht 
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schon in «, vertreten waren. LiBt sich nach dieser Umformung des Systems, 
die die Isomorphieeigenschaft und die Erzeugendenzahl nicht andert, noch 
keine Kombination finden, die zu einer Verringerung der Erzeugenden- 
zahl fiihrt, so muB es ein weiteres Element «, (i >i) der Reihe geben, das 
zwischen zwei anderen je zur Hilfte absorbiert wird. Mit diesem verfahre 
han dann wie mit «, und setze dies Verfahren fort, solange kein Element 
durch ein anderes mehr als zur Hialfte ausgelischt wird. Da n endlich 
ist und der Index des zur Komposition verwendeten Elements dauernd 
wichst, ist dies Verfahren nicht unbegrenzt fortsetzbar. Es mu vielmehr, 
wenn S ein isomorphes System sein soll, der Fall einmal wieder auftreten, 
daB ein Element durch ein anderes mehr als zur Hiilfte ausgeléscht wird. 
Also laBt sich durch dies Kompositionsverfahren die Erzeugendenzahl des 
Systems solange verkleinern, bis jedes der » Elemente nur noch aus einer 
Erzeugenden besteht. Man kann demnach die Lisung des gestellten Pro- 
blems so formulieren: 

Die » Elemente «,, «,---, a, aus G, bilden dann und nur dann 
ein zusammengehériges System primitiver Elemente, wenn sich nach be 
stimmter, oben dargelegter Methode in einer endlichen Zahl von Schritten 
durch Substitution von Kombinationen «,*'«,*! an Stelle von «, die Er- 
zeugendenzah! jedes Elements auf 1 reduzieren laBt und das so entstehende 
System eine Permutation der mit den Exponenten + 1 oder —1 ver- 
sehenen Erzeugenden a,, ---, a, darstellt. 

Bildet man fiir ein gegebenes System S die Determinante »" Grades 


d,, oe d;,, 


A= 
d,,*::d,, 


ni 

in welcher d,, die algebraische Summe aller Exponenten der Erzeugenden 
a, im Ausdruck von «, bedeutet, so erkennt man nach dem Vorhergehen- 
den unmittelbar, daB A fiir ein isomorphes System, dessen Elemente aus 
je eimer Erzeugenden bestehen, den Wert +1 oder —1 hat. Bei der Sub- 
stitution von «,*'«,*' an Stelle von «, wird die v” Zeile von A mit dem 
Faktor +1 zur uw" addiert; also andert sich A nicht. Mithin folgt aus 
obigem Satze im besonderen als notwendige Bedingung fiir jedes zusammen- 
gehérige primitive System, dab A = + 1 ist. 

Bezeichnet man fiir ein n-zeiliges System die Operation, welche darin 
besteht, daB man die erste Zeile mit der i" vertauscht und alles iibrige 
ungeindert laBt, mit (17), ferner die Operation, welche nur die erste Zeile 
mit — 1 potenziert, mit A, endlich die Operation, welche an die erste 
Zeile die zweite anfiigt und gleichzeitig die zweite mit — 1 potenziert, 
mit B, so erkennt man, daB fiir das n-zeilige System der «, die einzelnen 
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auszuftihrenden Kombinationen wie folgt erhalten werden (in jedem Falle 
sollen sich die von «, verschiedenen Elemente nicht ‘ndern): 


a,—2«,~' durch (lu)A(lp 
“, —> &, &, »  (iv)(12)(1e) BU g)(12) Av) 
«a, —->a,a-' , (Lw)A(12)(1e)B1e)(12)(19r) 
“, —> Ga, »  (lv)A(12)(1e)ABA(1e)(12\1r) 


a, —> ane »  (1v)(12)(1a)ABA(1e)(12)A(19). 


Beriicksichtigt man noch, dab die » — 1 Operationen (1/) ausreichen, um 
jede beliebige Permutation der « herzustellen, und daB jede der definier- 
ten Operationen, zweimal hintereinander ausyeftihrt, die Identitét ergibt, 
so folgt der Satz: 

Die Gruppe der Isomorphismen der wnendlichen Gruppe mit n Erzeu- 
genden ohne Relation lapt sich durch n-+-1 erzeugende Operationen auf- 
bauen: diese lassen sich insbesondere so wiihlen, daB sie alle von der Ord- 
nung 2 sind. 

So lassen sich z. B. alle lsomorphismen der Gruppe ((a, b, c, d, ohne 
Relation) erzeugen, indem man in geeigneter Reihenfolge die fiinf iso- 
morphen Substitutionen ausfiihrt: 


a—>b a—-e a-—>rad a—»>@a' a—>ab 
b— ‘| b>» | b-—> _ b—+b | b— a 
c ol ( -al’ creel e+e | ec—re 
d—>d d—>d d—+d d—>d 


Der Weg zur Darstellung eines gegebenen Isomorphismus auf diese Weise 
ist zugleich durch die obige Methode zur Awuflésung desselben gegeben. 
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Konstantinopel, im Juli 1918. 
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Beitrag zur Kleinschen Theorie des [kosaeders. 
Yon 


V. GerLen in Miinster i. W 


{us einem Schreiben an Herrn F. Klein. 


In meiner Dissertation, betitelt ,Spiegelungs- und Drehungs- 
gruppen in graphischer Behandlung“ (Géttingen 1916), habe ich 
auf Anregung des Herrn C. Runge und unter Verwendung eimer von ihm 
gefundenen graphischen Methode, nach der die raumlichen Operationen 
der Spiegelung und Drehung eines Kérpers, von dem ein Punkt festge- 
halten wird, in der Ebene dargestellt und zusammengesetzt werden kénnen, 
— nahere Angaben und eine Darlegung der Methode enthalt die Disser- 
tation — die seit. Ihrer Abhandlung ,Uber binire Formen mit linearen 
Transformationen in sich selbst“ im 9. Bande der ,,Mathematischen Annalen“ 
wohlbekannten Gruppen der reguliiren Koérper durch einfache, elementar- 
geometrische Konstruktionen in der schlichten Ebene in unmittelbar an- 
schaulicher Weise hergeleitet. 

Von den ebenen Gruppenbildern aus ergab sich nun sehr leicht der 
Ubergang zu den algebraischen ,,Formen“ der reguléren Korper; dabei 
stellten’ sich auBer den bekannten Normalformen, wie sie in [hren ,,Vor- 
lesungen iiber das [kosaeder und die Auflésung der Gleichungen 
vom fiinften Grade“ hergeleitet und verwertet sind, eine Anzahl neuer 
Normalformen ein, die den tibrigen, noch mdglichen Normalstellungen der 
Kérper zur Projektionsebene entsprechen und die mit Ausnahme der unten 
mit W,,. bezeichneten Form bisher unbeachtet geblieben sind. 

Wenn diese neuen Normalformen auch durch gewisse lineare Trans- 
formationen aus den bekannten hervorgehen, so hoife ich doch, daB sie 
in ihrer Gesamtheit als Ergiinzung zu Ihrer Theorie des Ikosaeders des 
Interesses und des Nutzens nicht entbehren. Giehen doch aus den zwischen 
den neuen Formen bestehenden Identititen neue kanonische Gestalten der 
Ikosaeder-Gleichung hervor. Dazu scheint die Behandlung der erwihnten 
Form W,, durch Brioschi (s. u.) fiir’ den Wert der neuen Formen auch 
in funktionentheoretischer Richtung zu sprecheu. 


Mathematische Anualeu. LXXIX _ 2s 
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Die Herleitung der Formen beruht auf einem bemerkenswerten Zu- 
sammenhange der gnomonischen und der stereographischen Projektion, 
wie er geometrisch in der Rungeschen graphischen Darstellung der Spiege- 
lungen und Drehungen verwertet ist: Jeder gnomonischen Geraden eines 
Gruppenbildes entspricht algebraisch eine leicht angebbare quadratische 
Form, deren Wurzelwerte das Paar der zu der Geraden gehérigen, stereo- 
graphischen Punkte darstellen. So resultieren die Endformen der Kérper 
einfach als Produkte quadratischer Formen, deren Linearfaktoren wir gar- 
nicht zu kennen brauchen. Dabei kann jede einzelne Form unabhingig 
von den iibrigen derselben Gruppe und ohne Benutzung des Formalismus 
der Invariantentheorie abgeleitet werden. Vereinfachungen der Rechnung 
ergeben sich zudem aus der besonderen Gruppierung der Geraden in den 
Diagrammen.*) 

Die Bezeichnung der Formen habe ich abweichend von der iblichen, 
invariantentheoretischen Benennung so wihlen zu diirfen geglaubt, dab 
sie an die zugehérigen Kérper erinnert. Beim Dieder wird eine Polar- 
und eine Aquatorialstellung unterschieden, je nachdem die Haupt- oder 
eine Nebenachse in der Projektionsachse liegt, und die Bezeichnung ,,Halb*.., 
»Drittel*- usw. -Stellung soll andeuten, daB eine zwei-, drei-, usw. -zahlige 
Symmetrieachse des Kérpers in die Achse der Projektion fiillt. - 

Der Kiirze wegen will ich bei der Aufzihlung der Formen die in- 
homogene Schreibweise anwenden und zum Vergleich die bekannten Formen 
mit einfiigen. 


Tabelle der Formen. 
IL Die Formensysteme der Dieder 


a) in Polarstellung. 

P= 2 
D,, = 2 —1 
D,, = 2" +1 


(a) 


4P% + D2, — Dz, =0 


(n 


(,, Vorlesungen iiber das Ikosaeder“, 5. 49). 


*) Die ausfihrliche Herleitung der Formen hat im Dezember 1917 der phii.- 
naturw. Fakultiit der Universitit zu Minster i. W. als Habilitationsschrift vorg-- 
legen und wird demniichst im Druck erscheinen. 
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b) in Aquatorialstellung. 


P,=2+4+1 
Dg, = 2(28—3); Diy, = 2? — x 
Dy, = 4 — 62? + 1; Diy, = 2(2*—1) 
D, = 2(24 — 102? + 5); Dis, = #4 — 222 + = 


Do) = #°— 15a + 1522+ 1; Dey — a(t — att 1) 
P* — D3, —n*®- D2 =0. 


n) 


Il. Die Formensysteme des Tetraeders 
a) in Drittelstellung. 
's) = 2(2*°+ 2Y2) 


— 
I 


Vig) = 2 —5V22— 1 


162-73, — T3,=0 


+ 


b) in Halbstellung. 
Ti) = 2 —2Y3- 22-1 
T= 2+2Y3-2-1 
Vig, = 2(2* + 1) 
12Y3-V2,—- 73 +73, =0 
(, [kosaeder“, S. 51). 

Bemerkung:. Die I[rrationalitiiten in den Koeffizienten der Formen 
lassen sich bei homogener Schreibweise hier und im folgenden durch eine 
Substitution z, — Ya-z,', in der Gruppe IV, durch: 2,2 = VY5-z,' be 
seitigen. 

Ill. Die Formensysteme des Oktaeders 

a) in Viertelstellung. 

Ow _ 2 (2 a L) 

Wy =e t+ 14441 

Ry = 2 — 38(e°+ #4) +1 

108 Of, — Wi, + Rg, =0 
(,kosaeder* §S. 54). 

18* 
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b) in Drittelstellung 


Ong = 2° +5V2-2*—1 


(8) 
, » 7y2 ; 
Wa, = 2( 2 | #1) 
R,, = 28° — 22V2(2* + 2°) — 1 
Of, — 64YV2- Ws — Ri =0. 
¢) im Halbstellung 
Op, = (2 — 1) + 5(e* — 2” 
, _ ee 14 
Wey = (2° +1) — 3 (e+e) — 3 a 
Rk ei(2+1) M84 28) 4 “Fi 4 x 
(2) * “« “ i 9 ~ . ) 5 2 ~ 


27 04, — Wi, — 16- Ri, =0. 


) (2) 

Bemerkung: Der Wiirfelform W,, hat schon Brioschi in den Pariser 
,Comptes rendus* (Bd. 96 (1883), S..1689-—1692) eine besondere Note: 
,Sur quelques propriétés d’une forme binaire du huitiéme ordre“ gewidmet. 

Diese Form Wa) ist auBer den bekannten auch die einzige, die in 
Gordans ,Vorlesungen fiber Invariantentheorie* (Bd. II, S. 158 ff.) 
hergeleitet wird. 


IV. Die Formensysteme des lkosaeders 


a) in Fiinftelstellung. 
Jig, = 8(2'* + 112° — 1) 
De = (#” + 1) — 228(2" + 2°) + 4942° 
R,, = (2 + 1) + 522(2" — 2° 10005 (2 + 2%) 
1728.38; — Dg, — Rg, =9 
lkosaeder“, 5S. 56) 


(5) 


b) in Drittelstellung. 
Igy = (2? + 1) — UL Vdie* — #4) — 334 


, Lee Wire, is 247yV5 ,| 
Dg, = #\ (e" —1) + s ( +#) a (2 verT a eT 
‘ . 145) 5 a 3915. 
Rey = (2 + 1) + “SP (ot 4 ot) + P(e + ot) 
2 a/z 190095 
+ 10005V5(2" — 2) + (25 4 git) 


J§, + 200V5- D3, — Ri, =0 


(3) 
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c) in Halbstellung. 


. 225 oo 445 
Jig) = (2% + 1) — V9 (2 4 23) — 33(e8 4 4) + “AYP 
-“ ° o 
38 V5 e 
Do gO 1) 4+ 7 (s + 2*) — 19(2%* + 24) 
jemi -  - seri 
+ 152 V5 (2 + 2°) — 494(2" + 2°) — =v. zg” 
Yo 2 1769. , 164, . 
Ry») = z| (241) 4+ (2% — 23) 4 ns (74 — 24) — (2%? — 26) 
95 25 yb 
2001 (9% 3) 4 2668 (gi __ gi) 4 12673 (gi _ 2) | 
5 | BPs 5 
J5,— DS, + 60Y5- RA, = 0. 


(2 


Bemerkung: Zerlegt man die Koeffizienten der Formen des Oktaeders 
und des Ikosaeders in Primfaktoren, so findet man unter-anderm, daB sie 
alle, soweit sie von Eins verschieden sind, im Zahler den Faktor n — 1 


enthalten, wenn n der Grad der Form ist 


Miinster i. W., Juni 1918. 











O. Hauer 


Uber lineare homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung 
mit periodischen Koeffizienten. 


Bemerkung zur Arbeit gleichen Titels von Herrn Hame.. 
Von 


Orro Haupr z. Zt. Wirzburg. 


In einer Arbeit*) hat Herr Hamel u. a. einige Siitze iiber lineare 
Differentialgleichungen 2. Ordnung mit periodischen Koeffizienten bewiesen 
und zwar unter Heranziehung der Theorie der linearen Integralgleichungen.**) 

Diese Siitze folgen sehr einfach**), tibrigens mit kleinen Verschirfun- 
gen, als besondere Fiille aus dem sogenannten Oszillationstheorem.+) Das 
soll im folgenden gezeigt werden. 


a) Problemstellung. 


Gegeben sei die Differentialgleichung+}) 


(A,) y+ (4+Mb)y = 90, 

wo M(t) eine reellwertige, stetige Funktion der reellen Veranderlichen ¢ 
2 

im Intervalle 0<¢< 2a und 2 ein reeller Parameter, ferner y = of. 

, dy | . : 

Y= a, ™ setzen ist. 


Y, (¢; 4) und Y,(¢; 4) seien normierte unabhingige Lésungen von (W,), 
eindeutig festgelegt durch die Anfangsbedingungen 


Y,(t=0;4)=1, Y,(t=0; 2) =0, 
Y,(t=0;4)=0, Y,(t=—0; 4) =1, 
so dab Y, Y, — Y, ¥, = 1. 


*) Math. Annalen Bd. 73, 1912, S. 371—412. Im folgenden zitiert mit H. 
*) Vgl. H., S. 398. 
*™) Die Koeffizienten der Differentialgleichung werden zuniichst nicht als perio- 
disch, auch nicht als reguliir (analytisch) vorausgesetzt. 
+) Vgl. Haupt, Uber eine Methode usw. (Math. Ann. Bd. 76, 1914, S. 67/f.) und 
die dort zitierte Literatur. 
+t) H., 8. 398. 
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Die Randwertaufgabe*) \autet: Gesucht werden fiir jedes reelle 4 
diejenigen Liésungen von (%,), welche den Bedingungen geniigen 
(1) y(2x)=o-y(0), (22) —e@- ¥(0). 
Die reelle oder komplexe Konstante 9 bestimmt sich aus der reziproken 
Gleichung**) 
Y,(22)—o Y,(22) 


Y,(22 Y.(22) = 9 — e( Y, (22) + Y,(2z)) + 1 = 0. 
1 (22) 9(2%) — o 


Die Diskriminante A von (2) ist 


(3) A=[Y¥,(22) + Y. (2x) — 2]> 





Y, (22) + ¥,(22) + 2] = F,(4) < F, (a). 


») Verteilung der Eigenwerte fir die Differentialgleichung (%,). 


Die Verteilung reeller und komplexer Wurzeln von (2) auf die reellen 
Werte von 4, d. h. auf der reellen 4-Achse, hingt von den Nullstellen der 
Diskriminante A ab. Die beiden Faktoren F’,(4) und F,(4) von A, die 
nicht beide gleichzeitig verschwinden kénnen, liefern aber, gleich Null ge- 
setzt, diejenigen ausgezeichneten Werte i, bzw. i, von 4, fiir welche die 
Randbedingungen des ,reinperiodischen“ Falles***): 

y(2a; 4,)= y(0;4,), y(2z, 4,) = (0, 2,) 


bzw. des ,halbperiodischen“* Falles***): 


y(22, i) =— y(Q, i, , wea, i, = — y(0, i,) 
durch eine oder zwei verschiedene, normierte Lisungen, ,,Eigenfunktionen“ 
genannt, von (%;,) bzw. von (%j,) erfiillt werden. 
Eine Lisung y(¢) ist normiert, sobald 
os 
J {y(t)}*dét = 1. 


0 


‘ 
Die 4, heiBen ,,reimperiodische Eigenwerte“, die i, yalbperiodische“. Ge- 
héren zu einem Eigenwerte zwei yerschiedene Kigenfunktionen, so wird 
er doppelt geziithlt und heiBt ,,zweifacher“ Eigenwert; im anderen Falle 
heiBt der Eigenwert ,,einfach*. 

Nun besagt das Oszillationstheorem+): Die gegenseitige Verteilung der 
— tibrigens stets reellen, nur gegen den unendlichfernen Punkt der posi- 
tiven 4-Achse sich hiaufenden — rein- und halbperiodischen Kigenwerte 


*) H., 8. 377. 

**) H., 8. 378. 
**) H., S. 879. 

+) Vgl. Haupt, 1. c., 8. 79 und die dortigen Zitate 
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auf der (reellen) 4-Achse ist fiir alle Differentialgleichungen (U,) die 
folgende: 

Sind die rein- bzw. halbperiodischen Eigenwerte der GréBe nach ge- 
ordnet 

A<4,54,<4,54,<:-- Dew. i, <a, ; i, < i, : 


so gilt stets die Beziehung 


<i ia 6 eat. <ji<)] - ued wee 
4-<4,54,< 4,54, < S| Aa, < A, Aes < 4ej41 S 


2j-1=—> “2s j-i= 


In Worten: Durchliéuft man die (reelle) 1-Achse im positiver Richtung, so 
folgen auf 2wei halb- bzw. reinperiodische Eigenwerte, die iibrigens durch 
keine weiteren Eigenwerte getrennt sind, immer zwei rein- bzw. halbperiodische 
Eigenwerte.*) Vom Kleinsten (rein periodischen) Higenwerte ist hierbei ab- 
gesehen. 

Ferner: Die transzendenten Gleichungen F,(4)=0 und F,(4) = 0 
(vgl. (3)) besitzen hichstens zweifache Nullstellen, welche dann stets mit 
zweifachen Eigenwerten identisch sind.**) F,(4) baw. F,(4) wechseln also 
das Zeichen dann und nur dann, wenn ein einfacher Eigenwert vorliegt. 
Da nun fiir negative Werte 4, welche dem absoluten Betrage nach hin 
reichend groB sind, stets F,(4) und F,(2) positive Werte besitzen***), so 
folgt die Vorseichenregel*): 


F,(4)>0 fir i<d | 

Fi(a4)<0 fr 4,,<4<4,,, | J=%, 1,2, 
F(ay>0 fir 4..,<a<a it 

F(A) >0 fiir 4<A, | 

F(A) <0 fiir 4;.,.<4<k, 


j=l 
oe ee rt 
Fy(A4)>0 fir 4,<i< eI 


*) Es ist das eine unmittelbare Folgerung aus dem Uszillationstheorem. Denn 
diesem gemiS besitzen die zu 4,,_, und 4,, (bzw. 4g;_, und 4,,) gehdrigen Eigen- 
funktionen genau 2j (bzw. 2j — 1) Nullstellen im Intervall 0 < t<( 2a (j = 1, 2,---), 


wabrend zu i, keine Nullstellen (fir 0<¢<22) gehdren. Die Anzahl der erwihnten 
Nullstellen heiit die ,.cum Higenwerte gehdrige Oscillationszahl*. (Vgl. Haupt, |. c., S. 74. 

*) Vgl. Haupt, 1. c., 8. 77. 

***) Dies folgt etwa aus asymptotischen Darstellungen. Vgl. dazu etwa Liwen- 
stein, Reihenentwicklungen bei linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung (Wiirz- 
burger Diss. 1914, I, § 8, S. 19), fermer H., S. 407 

+) Falls 4,,;—%,;_, oder dy j-1 - i,;, entfallt die entsprechende Ungleichung 
F,>° bew. FL <0 
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¢) Stabile und instabile Typen der Differentialgleichung (&,). 


Man sagt, (Y,) sei fir een bestimmten Wert von 4 — ,,vom 
stabilen Typus“, wenn fiir den genannten Wert von 4 entweder die Wurzeln 0 
komplex sind, d. h. A < 0, oder wenn (fiir A = 0) ein zweifacher Kigen- 
wert vorliegt. Andernfalls heiBe (U,) vom ,,instabilen Typus*.*) 

In dieser Bezeichnung lauten die oben unter b) gewonnenen Er- 
gebnisse: ‘ 

I. (Y,) ist vom stabile® Typus dann und nur dann, wenn 2 einem von 
Eigenwerten freien, offenen Intervall der reellen 4-Achse angehirt, dessen Be- 
grenzung von zwet ,ungleichartigen* Eigenwerten, d. h. von. einem reinperio- 
dischen und von emem halbperiodischen Higenwerte gebildet wird; ist einer 
der Begrenzungspunkte ein zweifacher Eigenwert, so herrscht auch in ihm 
Stabilitdt. 

IT. (M,) ast dann und nur dann vom instalilen Typus: 1. wenn i gleich 
oder kleimer ist als der kleinste (iibrigens stets cinjache) remperiodische Eigen- 
wert von (U,) oder 2. wenn i einem von Eigenwerten freien abgeschlossenen 
Intervall angchirt, dessen Begrenzung von zwei einfachen »gleichartigen: 
Eigenwerten, d.h. von swei einfachen reinperiodischen oder zwei einfachen 
halbperiodischen Eigenwerten gebildet wird, die iibrigens beide zur gleichen 
Oszillationszahl geloren. 

Das einem einfachen rein-(halb-)periodischen Eigenwerte 1, anliegende 
Gebiet der Instabilitdt liegt also ober- oder unterhalb von i, je nachdem der 
nichste**) einfache rein-(halb-)periodische Eigenwert ober- oder wnterhalh 
von i, liegt. 

Wird & als rein periodische und reguliire Funktion von ¢ (mit der 
Periode 22) angenommen, so hat man das Ergebnis von Herrn Hamel.***) 

Nebenbei sei bemerkt: Mittels des Oszillationstheorems beherrscht 
man eine sehr allgemeine Klasse von Differentialgleichungen der Form?) 


ad y\ . 
"\ , 2a 
Ti) + y(t; Ajy = 0. 


d ‘. 

TPG A) 
Fiir diese Klasse gelten, falls p(t; 2) in ¢ rein periodisch mit der Periods 
2a ist, die obigen Ergebnisse unverindert; fiir nichtperiodisches p(t; A) 
ergeben sich nur unwesentliche Anderungen in den vorzuschreibenden Rand- 
bedinyungen. 


*) H., S. 8379 und 380. 

“) Der also mit 4, zur gleichen Oszillationszahl gebdrt 
“*) H.. $13 und 14, imsbes. 8. 404 

+) Vgl. Haupt, l. ¢, § 4. 
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d) Asymptotische Verteilung der Intervalle der Stabilitit 
und Instabilitit. 


Die fiir sehr groBe Oszillationszahlen geltende asymptotische Dar- 
stellung fir die Eigenwerte*) von (U,) zeigt, dab die Lange der Inter- 
valle, in denen Instabilitét herrscht, unter jeden Betrag abnimmt, wenn / 
nur hinreichend groB und positiv gewahlt wurde. 

Ferner ergibt eine Beziehung von Herrn Hamel**), da8 fiir hin- 
reichend groBe positive 2 die Differenz |1-— 9,| ({=1,2) kleiner wird 
als jede vorgegebene kleine positive GréBe; 9, (i= 1,2) bedeuten hierin 
die reellen Faktoren, mit denen sich die beiden zum betrachteten Werte 
4 gehérenden instabilen Lésungen nach Ablauf einer Periode bzw. multi- 
plizieren. 

SchlieBlich gilt der Satz: 

Gegeben sei eine Differentialgleichung 
(a,) y¥ + (MO + Ay =0 
mit reguliirem, rein periodischem Koeffizienten; und es besitze (U,) abzdhlbar 
unendlich viele zweifache Eigenwerte. In jeder beliebig kleinen Nachbarschaft 
von (U,) existieren dann stets Differentialgleichungen 
(%) y+ (A+ M6 + m@)y =0 
[mit gleichfalls regulérem, rein periodischem Koeffizienten] die lediglich ein- 
fache Eigenwerte besitzen.***) (U,) weist also oberhalb jeden noch so gropen 
Wertes 24 immer noch Gebiete der Instabilitét auf. 

Der Begriff der Nachbarschaft wird hierbei folgendermaBen erklirt: 
Bedeutet ¢ eine reelle positive GréBe, so gehért die Differentialgleichung 
(M,) dann und nor dann der Nachbarschaft ¢ von (,) an, wenn m(t)| <«, 
O<t<s 2a. 

Die Konstruktion derartiger Nachbarfille und damit der Beweis 
dieses Satzes ergibt sich bei Benutzung des allgemeinen Stetigkeitssatzes+) 
aus folgender, auf Herrn Hamel?}}) zuriickgehenden Bemerkung: Es habe 
(U,) fiir 4— 4, zwei rein-(bzw. halb-)periodische Lésungen. Dann ist die 
Differentialgleichung (U,) fiir 2— 2, vom instabilen Typus, wenn gesetzt 


wird (u+0): m(t)=—u{q(t)+ (1+ q0)*a + 42y%,(t)y,(0}. 


*) Vgl. FuBnote ***). 8. 3. 
*) H., § 18, 8. 412. Die dort auftretende reelle GréBe u steht zu @ (vgl. (1)) in 
der Beziehung @ = ¢**". 
***) Der Satz gilt allgemein dann, wenn die auftretenden Koeffizienten lediglich 
stetige Funktionen von ¢ sind. 
+) Haupt, |. c., 5. 80, Hilfssatz II. 
++) H., § 17..4, 8. 4106. 
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Dabei bedeute w einen reellen Parameter, y, eine der beiden zu 2 = A, 
gehdrigen (normierten) Eigenfunktionen von (,); schlieBlich sei 


q(t) 2x { [y(t)Pat — t. 

Beachtet man noch, dab jeder Eigenwert héchstens mit einem einzigen 
anderen, nimlich mit dem zur gleichen Oszillationszahl gehérigen, gleich- 
artigen Eigenwerte zusammenfallen kann, so laB8t sich zuerst der kleinste 
vorhandene zweifache Eigenwert in zwei einfache auflésen; dabei laBt 
sich tiberdies erreichen, daB alle tibrigen Eigenwerte, die kleiner als der 
betrachtete zweifache und also nur in endlicher Zahl vorhanden sind, 
simtlich einfach bleiben.*) Dies Verfahren, unbegrenzt fortgesetzt, kann 
so eingerichtet werden, daB die Koeffizienten der nachemander entstehen- 
den Differentialgleichungen gleichmaBig gegen eine regulire, reinperiodische 
Funktion und die Paare zu gleicher Oszillationszahl gehériger Eigenwerte 
dieser Differentialgleichungen gegen Paare voneinander verschiedener Werte 4 
konvergieren. 


Anmerkung von Herrn Hamel: Aus diesem Satze des Herm Haupt 
geht hervor, daB mein Satz in § 15 meiner genannten Arbeit falsch ist. 
Tatsiichlich findet sich im Beweisversuch 8. 405 eine Liicke, auf die mich 
Herr Haupt aufmerksam machte. Hamel. 


e) Verteilung der Stabilitits- und Instabilititsintervalle fiir die 
Differentialgleichung vom polaren Typus: 
(B.) yt+i-My=—0, M20, Ot 


2 2 2. 


lA 


Herr Hamel betrachtet auch die Differentialgleichung vom Typus (%,) 
und zwar in der Umgebung der Stelle 1=0. Er erhilt das Kriterium:**) 
,(B,) ist stabil bzw. instabil fiir kleine Werte von 2, wenn 


22 


A { M(t) dt >0O (baw. < 0). 


Fiir { M(t)at = ( entscheiden die héheren Glieder.“ 


0 


*) Man kann beispielsweise fordern, da8 je zwei zusammengehdrige unter diesen 
Eigenwerten hichstens einen bestimmten Bruchteil ihres urspriinglichen gegenseitigen 
Abstandes einbiiBen. 

**) H., § 6, S. 886. 
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Fir M(t) + 0 (0<t<22) ist das Kriterium bereits in den Sitzen 
unter c) enthalten. Wechselt aber M(t) im Intervalle 0<t< 2a” das 
Zeichen, so liegt ein definites polares*) Problem vor. Das zugehérige 
Oszillationstheorem*) ergibt auBer dem Verhalten in der Umgebung von 
4 = 0 auch allgemein das Verhalten ,im GroBen“. Niamlich: 


Wenn j M(t)dt > 0 (<0), so lassen sich stets negative (positive) Werte i, 
0 


“ angeben, von der Eigenschaft, dap die Differentialgleichung 


(2°) y + (Ap Mb + dy = 0 , 
nur positive Eigenwerte aufweist [wihrend 
(Be) y¥ + (A+) Mibhy = 0 


unendlich viele positive sowohl als negative, rein- und halbperiodische Eigen- 
werte hesitet**)]. Die Reihe der positiven sowohl als der negativen Eigen- 
werte entspricht dann, jede fiir sich, hinsichtlich der zugehdrigen Oszillations- 
zahlen und der Anordnung auf der positiven (bzw. negativen) 4-Achse, genau 
der Reihe der (positiven) Eigenwerte von (X°). 

Auch jetzt kénnen F,(4) und F(A) ‘vgl. (3)) nur reelle, héchstens 
doppelte Nullstellen besitzen***). die zweifachen Nullstellen sind mit 
den zweifachen Eigenwerten identisch. Und da fiir 4 = nur einer der 
Faktoren von A eine Nullstelle und zwar eine einfache hat, so folgt weiter 
die Giiltigkeit der Vorzeichenregel. Die Intervalle der Stabilitiit wnd In 
stabilitiit sind demnach bei der Differentialgleichung (B®) auf der positiven 
sowohl als auf der negativen A-Achse genau so verteilt, wie auf der positiven 

32 
A-Achse fiir die Differentialgleichung (X°) soweit J “Mit) dt +0. 
2x ° 


Ist schlieBlich | M(t)dt =, so modifiziert sich die Verteilung der 
0 


Eigenwerte und der Stabilitits-(bew. Instabilitéts-)intervalle nur msofern, als 
die beiden absolut kleinsten reinperiodischen Eigenwerte (die also zur Us- 
cillationszahl Null gehiren) nach 4 = 0 zusammenfallen. 


2x 


Fiir | M(t)dt =0 herrscht also beiderseits der Stelle 14 = 0 Stabilitiit 


Haupt, l. c., 8. 00 
Alle Eigenwerte sind reell; sie liegen im Endlichen diskret. 
) Es folgt das beispielsweise aus der fiir die Eigenfunktionen giiltigen Beziehung 


j Mit) { y(t) } *dt = 0, wo y(t) eime Eigenfunktion bedeutet. (Vgl. Haupt, |. c., S. 88.) 
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und zwar sicher bis zum niichsten positiven und negativen einfachen Eigen- 
werte. Fir 1 =O selbst liegt Instabilitat vor.*) 

Auch (%,) ist nur ein Sonderfall einer allgemeinen Klasse von Diffe- 
rentialgleichungen polaren Typs.**) 

Der Satz der Ziffer d) gilt auch fiir die polaren definiten Probleme 
der Ziffer e). 


Wiirzburg, 15. August 1918 


) Herrn Hamels Kriterium, sowie diese Verschirfung, kénate man durch ein- 
fache Uberlegungen auch direkt btweisen, also ohne Heranziehung des Oszillations- 
theorems oder einer Reihenentwicklung 

*) Vel. Haupt, l. c., § 6. 





A. Osrnowsk1 


Neuer Beweis des Hélderschen Satzes, dab die Gammafunktion 
keiner algebraischen Differentialgleichung geniigt. 


Von ° 


ALEXANDER OsTrrOWSKI in GOttingen. 


Es ist zu beweisen, dab die Gammafunktion [(z) keiner Differential- 
gleichung geniigt, deren linke Seite ein Polynom in der unbekannten 
Funktion und ihren Ableitungen nach x mit algebraischen Funktionen von 
x als Koeffizienten ist.*) Wir kénnen uns auf die Betrachtung solcher 
Differentialausdriicke beschrinken, deren Koeffizienten speziell Polynome 
in x sind, und nur an solche denken wir, wenn wir im folgenden von 
Differentialausdriicken oder Differentialgleichungen sprechen. 

Verstehen wir unter der Dimension eines Ausdruckes von der Form 


Al)ye(Yyr(y’y + 

a \ 

die Summen,+ 7, + + ---, unter seinem Gewicht dieSumme n,+ 2n,-+ 3n, +--- 
so hat jeder Differentialausdruck die Form: 


P47 + fees thas t°°* 


wo > fags fa—1» fa-g,*** omogene Ausdriicke von den Dimensionen 


’ 


d,d ~ 1, d—2,---,f,, homogene und isobare nach abnehmenden Ge- 
wichten geordnete Ausdriicke sind. 
Von zwei Gliedern eines Differentialausdruckes 
A(x) y(y"(y"--- und A(x) y*(y')™(y")™--- 

heiBt der erste héher als der zweite, wenn die letzte nicht verschwindende 
unter den Differenzen n, — i,, n, — ii,, m, —ii,,--- positiv ist. Unter 
dem Haupiglied eines Differentialausdruckes bzw. der entsprechenden Diffe- 
rentialgleichung verstehen wir das Glied von méglichst groBer Dimension, 
dessen Gewicht nicht kleiner ist als das Gewicht aller tibrigen Glieder 


*) Dieser Satz ist zum erstenmal aufgestellt und bewiesen worden von Hélder 
(Math. Ann. Bd. 28, 8.1). Ein anderer Beweis ist von Moore gegeben (Math. Ann. 
Bd. 48, 8. 49). 































en 
on 
er 
ne 


m 





Neuer Beweis des Hilderschen Satzes iiber [ (x) 287 


von derselben Dimension und welches héher ist als alle Glieder von der- 
selben Dimension und demselben Gewicht. 

Unter allen Differentialgleichungen, denen [(x) geniigt, greifen wir 
diejenigen heraus, deren Hauptglied von méglichst kleiner Dimension d 
ist, unter allen so herausgegriffenen diejenigen, deren Hauptglied von 
méglichst kleinem Gewicht g ist, unter den letzteren diejenigen, deren 
Hauptglied am héchsten ist. Ist das Hauptglied einer so gewiahlten Diffe- 
rentialgleichung fly, y', y", ++ +3 2) =9, 
oder, wie wir derartige Ausdriicke kiirzer schreiben werden, 

f(y; x) = 90, etwa gleich 
1) G(ys 2) = A(x)y" (yr (yy + - «(yo)», (n, > 0) 
so kénnen wir auBerdem annehmen, da$ A(z) den kleinstméglichen Grad 
und den héchsten Koeffizienten 1 hat. Hat dann eine andere Differential- 
gleichung, der [(x) geniigt, das Haupitglied 
A(x) y(y’™ (y"* == (YX), 
so ist A(x) ein Teiler von A(x), und die zweite Differentialgleichung 


4) hervor 
A(z) ; 

Wegen der Funktionalgleichung [(2+ 1) = <f(a) gentigt [(x) auch 
der Differentialgleichung f(zy; «+ 1)=—0. Es sei nun 

f (ys ©) = Fly 2) + fan (ys ®) + °° 3 
f(y; 2) = fay (Y3 L) + fajg—1Y3 “)+ fay—2(¥3 aT °? % 

wo f,(y;2) von Dimension i, f,,(y;z) von Dimension d und Gewicht k 
ist. Dann ist offenbar auch /,(#y;2+ 1) von Dimension i. /, ,(xy; 2+ 1) 
laBt sich in der Form darstellen 
(2) fa,(zy;r+1 )= Ufa lyset 1) +4 fp na (Y3 2) + 2 fap as (¥5 2) Tr 
wo f,,,(y;%) (¢<k) die Dimension d und das Gewicht ¢ hat. 

Insbesondere kann f,,,_,(y; %) nicht identisch verschwinden. Denn 
das héchste Glied von f,, ,_,(y; %) ist offenbar 

vn, A(x + 1) y(y/)™(y") «= - (y)*. 

In f(xy; +1) ist das Aggregat der Glieder héchster Dimension d gleich 
f,(vy;x+1), in diesem ist das Aggregat der Glieder héchsten Gewichtes 
g gleich x*f, .(y; «+ 1). Daher ist das.Hauptglied von f(xy; 7+ 1) gleich 

a A(x + 1)y"(y¥)™ (y")" --- 
«tA(w + 1) 

A(z) 


geht aus der ersten durch Multiplikation mit 


und der Quotient ein ganzes Polynom D(z) vom Grade d. 
Dann ist auch 

(3) f(ay;”2+1) = D(z)fly;x) und f,_ (ay; 2+1) = D(*)f,_j(y: 2) 
(i = 0, 1, 2, ---). 
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Ist aber f, ,(y; 2) vom Grade d, in bezug auf x, so ist der Grad von 
f,_,(2y;2+1) in bezug auf x héchstens gleich d; + d — i, da f,_,(y; z) 
yon Dimension d — i ist, die nach der Ausfihrung der Differentiationen 
neu hinzutretende Potenz von x in jedem Glied also héchstens (d-—7)* 
sein kann. Daher muf f,_, fir i >0 identisch verschwinden, so dab 
f(y; 2) homogen von Dimension d ist. 

Es seien die Koeffizienten von /, ,(y; 2) durch P,(x) bezeichnet, und 
es sei A(x) = (x—a,)" (a —a,)* (4 — a5)" -- + (@, >a,> a,---) ihr gréBter 
gemeinsamer Teiler, so daB P(x) = A(x)TT,(x) gilt, wo TI,(x) ganz sind. 
Dann sind die Koeffizienten von /, (zy; +1) gleich x’ P(x+1), ihr 
gréBter gemeinsamer Teiler 2’A(x-+ 1). Andererseits gilt nach (3) 
x*P(2+1) = D(x)P(x), daher ist auch 

xr’ A(a+1) D(z) A(z). 
Folglich muB 2x‘(x —(a, — 1))"(#— (a, — 1))*(a@ — (a, — 1))--- durch A(z) 
teilbar sein. Wir erhalten daher sukzessive 


a,= 0, -.<d; aa—a,—1=——1, 44; a4,—a, —1—— 2, 4 Se4,; 
und D(x) = a4 ~%(a2 +1)1-%(@ + 22%. +s = at - 4 D(a + 1), 
wo D(a). = a-@(4+1)2-%--- ein Teiler von A(z) ist. 


Wir beweisen nun, daB D(x) 1 sein muB, so daB D(x) = z’ ist. 
Dazu geniigt es zu zeigen, daB simtliche Koeffizienten aller /, ,(y; «) durch 
D(x) teilbar sind, da wir den Grad von A(z) in (1) bereits méglichst 
klein angenommen haben. Ist nun ¢ der gréBte Wert von k, fiir den 
f..(y;2) durch D(x) nichi teilbar ist, so sind alle f, (zy; z +1) (s>?) 
durch D(a+1) teilbar. Das Aggregat der Glieder vom Gewicht ¢ in 
{(wy; 2+ 1) ist aber wegen (2) gleich 


whe AY; “+1)+a*- "ces 1,293 2%) "Fas AS or e** 


Und da dieses Aggregat nach (3) durch D(x), also auch D(z +1) teilbar 
ist, gilt dasselbe von 2*f, (y;2-+ 1), oder f, (y;z+1), da D(a+1) aa 
ax teilerfremd ist. Also ist auch /, (y;~) durch D(a) teilbar und mithin 
auch f(y; 2), so daB D(x) = 1 und D(x) = 2% sein mub. 

Aus 2“ P.(2 +1) = D(z) P,(x) folgt aber dann P(x +1) = P,(z), so 
daB P,(z) = const. sind. Das Aggregat der Glieder von /,(zy: x +1) vom 
Gewicht g — 1 ist nun wegen (2) 


fa g—1(¥3 T+ 1) + 24 "fy, 1 (9; 2). 
Da dieses Aggregat nach (3) durch D(x) = x‘ teilbar ist, muB /, , _,(y; 7) 
durch x teilbar sein. Dies ist aber unméglich, da /, ,_,(y; 2) zugleich 


mit f, (y;2) konstante Koeffizienten hat und nicht identisch verschwindet. 
Damit ist der Beweis des Hélderschen Satzes erbracht. 





R 





C) 
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Bestimmung einer quadratischen Differentialform aus der 
Riemannschen und den Christoffelschen Differentialinvarianten 
mit Hilfe von Normalkoordinaten. 

Vou 


H. Vermei. in Gottingen. 


Einleitung. 
In einem #-dimensionalen Raume, dessen MaBverhiltnisse durch das 
Linienelement ds? => 'a,,dz,dx, gegeben seien, kann man, wie Riemann*) 


angedeutet hat, die von einem Punkte 0 auslaufenden geoditischen Linien 
als gerade Linien ansehen. Legt man dann ein orthogonales isometrisches 
n-Bein mit dem Anfangspunkt O zugrunde, so sind die Riemannschen 
Normalkoordinaten y,, y,,-°:, ¥, eines Punktes P beziiglich dieses n- 
Beines einfach die Produkte des geoditischen Radiusvektors OP = R in 
die Richtungskosinus des Anfangselementes von OP gegen die Anfangs 
elemente des n-Beines, so daB also Sy, = RK? ist. Durch Einfihrung 
dieser Riemannschen Normalkoordinaten liBt sich bekanntlich**) in der 
Umgebung von 0 das Bogenelement, das vom Punkte (y,) zum Punkte 
(y, + dy,) fihrt, in die Gestalt setzen: 


“ 


2 ’ ° Y on 
(1) ds* = S dy? + 7 On Yos***s Yn) DerPras 
i=1 ikyrs 


wo p,, = u,dy, — y,dy, ist und die zweite Summe eine quadratische Form 
der =“ Verbindungen p,, ist, deren Koeffizienten $,, ,, Potenzreihen der 
y, sind. 

Schreibt man beliebiy ein Linienelement von der Gestalt (1) hin, wo 
die B,,, der einzigen Bedingung geniigen, in einer gewissen Umgebung 


*) Habilitationsvortrag Werke, 2. Aufl., 8S. 276f. 
**) Webers Anmerkungen in Riemanns Werken, 2. Aufl., 5. 405—411 und F. Schur, 
Math. Ann. 27, S. 587—567 
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von O zu konvergieren, so sind die y, stets die Riemannschen Normal 
koordinaten eines n-dimensionalen Raumes. 
Setzt man das Bogenelement (1) in die Gestalt: 


(2) ds* = “ b, y dy, dy,, 


so kann man durch Einsetzen in die Formel sofort die Riemannsche 
Kriimmungsform K ‘(d. h. den Zahler des Riemannschen Kriimmungs- 
maBes) ftir die durch die Differentiale (dy;) und (dy,) festgelegte Flaichen- 
richtung im Punkte (y,) berechnen, niimlich: 


7 , , 
(3) K S th, rs)p..p.., 


wo p,, = dy,dy, — dy,dy, ist und die Summe eine quadratische Form der 
n . P ° > ~~ ° . ° 
(, ) Verbindungen p,, ist, deren Koeffizienten (ik, rs), die Riemannschen 


Vierindizessymbole*), sich durch einfache Differentiationsprozesse aus den 
b,, und also auch aus den ,, ,, als Potenzreihen in den y, ableiten lassen. 
Eine Abziahlung der Glieder gleicher Dimension von (1) und (3) legt nun 
die Vermutang nahe, daB sich aus dem Ausdruck (3) auch umgekehrt 
wieder das Linienelement (1) herleiten JaBt. 

Der erste Teil dieser Arbeit hat nun in der Tat zum Ziel folgendes 
Theorem, auf das mich Herr Geheimrat Klein aufmerksam machte, zu 
beweisen: 

Ist der Zihler K des Riemannschen Kriimmungsmafes bekannt, indem 
die (ik, rs) als Potenareihen der y, gegeben sind, so berechnen sich daraus 
die B,,.,, nach gewissen Normierungen, eindeutig, indem sich die Glieder 
m Ordnung der Birs jeweils durch die Glieder 0%, 1", 2”, ---, m® Ord- 


nung der (ik, rs) bestimmen lassen. 


*) Geht man von dem Linienelement in der Gestalt ds*— Sa. .dx da, aus 
ae 76 s 


und bezeichnet mit A seine Determinante und mit A;, das algebraische Komplement 
von a;, und benutzt noch die Christoffelschen Dreiindizessymbole erster Art 


so ist das Riemannsche Vierindizessymbol 


2 2 2 : 
4 ik os\ = C a, ,. 4 oT ad, o°u,, c O'uU,, 
rs = 
CZ,O2 (2-62 Crit CP;02, 


ag Sur (fir pks dae ). 
ia hh _u y | BILLY _ 
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Hiermit wird zugleich folgender Satz aus dem Riemannschen Habili- 
tationsvortrag:* ) 

»Wenn also das Kriimmungsma8 in jedem Punkte ... gegeben wird, 

,so werden daraus die Mafverhiltnisse der Mannigfaltigkeit sich be- 

,stimmen lassen.“ 
streng bewiesen sein. Ich bemerke gleich hier, dab mich Friulein 
E. Noether bei der Abfassung des Beweises unterstiitzt hat; besonders die 
Grundgedanken von | § 3 verdanke ich einer schriftlichen Mitteilung von 
ihr. Wiahrend ich noch mit der Abfassung dieser Arbeit beschiiftigt war, 
ist ee Note von ihr mit ahnlichen Beweismethoden und weitergehenden 
Resultaten in den Géttinger Nachrichten 1918 betitelt ,.nvarianten be- 
liebiger Differentialausdriicke* in Druck gegeben, deren Korrekturbogen 
ich einsehen durfte. 

Der zweite Teil meiner Abhandlung behandelt die Frage nach der 
Aquivulenz zweier quadratischer Differentialformen (zweier Bogenelemente). 
Die Riemannsche Kriimmungsform KA eines Linienelementes hingt aufs 
engste mit der von Christoffel**) hergeleiteten Differentialform G, zu- 
sammen. Aus letzterer leitet Christoffel durch kovariante Differentiation 
eine Reihe weiterer Differentialformen G,, G,, G,,--- her, durch deren 
Untersuchung er das Aquivalenzproblem unter gewissen Einschrankungen 
lésen kann. Nun werde ich zeigen, dab, wenn man die G,, G,, G,, --- 
in Riemannschen Normaikoordinaten ausdriickt und ihre Werte fiir den 
Punkt y, = 0 bildet, daB dann die Kenntnis von (G,),, (G;)y,--+(G@,s4)o 
ausreicht, um die Glieder 0** bis m‘* Ordnung der Kriimmungsform und 


somit nach Teil I auch die Glieder 0” bis m** Ordnung der $ Cint- 


th, rs 
deutig zu berechnen. Dieser Umstand wird im wesentlichen hinreichen, um 
ohne weitere Rechnung das Christoffelsche Aquivalenztheorem zu beweisen. 

Dieses Ergebnis ist als MutmaBung bereits von Herrn Geheimrat 
Klein in einer nur in wenigen Exemplaren vorhandenen Ausarbeitung 
seiner Vorlesung .von S.-S. 1917 iiber ,,Invariantentheorie allgemeiner kon- 


tinuierlicher Transformationsgruppen* ausgesprochen. 


Teil L 
§ 1. Normierung des Linienelementes. 


Die Gestalt des Linienelementes (1) ist noch nicht eindeutig be 
stimmt. Man kann nimlich zu der zweiten Summe noch identisch ver- 
schwindende Ausdriicke hinzuftigen, die die Potenzreihen (aber nicht 


*) Werke, 2. Aufi., 8. 280 oben. 
*) Crelles Journal 70 (1869), 8. 46—70. 
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H, Vexmers. 


das Linienelement selbst) andern. Daher werden, um Eindeutigkeit der 


Darstellung zu erhalten, Normierungen notwendig. d 
Entwickelt man nimlich die identisch verschwindende vierreihige ; 
Determinante (y dy y dy),,.,, wo8i, k,r,s alle verschieden sind, nach zwei- y 


reihigen Unterdeterminanten, so erhilt man bekanntlich (*) Identitiiten 
(5) 2 (Dix Pra + Pir Pax + Pix Per) = %. 
Wenn man diese mit beliebigen Potenzreihen der y multipliziert und zu 
(1) addiert, so wird dadurch (1) in der angegebenen Weise abgeiindert, , 
und ich will dann (1) so normieren, dab . 
{ 
(5a) Bars + Bie,cc + Binur = 9 wird, { 
Ferner liefert die Kntwicklung der identisch verschwindenden drei- 
| 


reihigen Determinante (y ydy) wo r, 8, ¢ alle verschieden sind, die ( ) 


u 
3 


rat? 


Identitiiten Y-P.e + UPir + YU D,, = 0. 
Multipliziert man diese mit einem beliebigen der (*) P;,, 80 erhilt man 


(3 )- ae : unabhingige*) (d. h. soleche, die nicht durch lineare Kom 


bination von Identitiiten (5) mit Faktoren y entstehen) Identitiiten 


(6) Ye Pir Por + Ys PixPir + Ye Piz Pr, = 9. 
Wenn man diese mit beliebigen Potenzreihen der y multipliziert und zu (1) 
addiert, hat man wieder Umanderungsmiglichkeiten fiir die zweite Summe 
in (1). Ich will dann so normieren, dab 

OB, C8, ‘ oF,, 


(Ga) 4 + T? () 
cy, cy cy 


wird. Von diesen Bedingungen sind auch nur (; ) on oh unabhangig 
(d. h. nicht durch Differentiation und Kombination von Bedingungen (5) 


ableitbar). 


*) Um diese Anzahl zu erhalten, unterscheiden wir drei Fille: entweder kommen 
beide Indizes von p;, in dem Tripel der drei verschiedenen Indizes r,s, ¢ vor, oder 
nur ein Index, oder kein Index. Fiir ein bestimmtes Tripel kommt der erste Fall 

, . (n— 3 — 4) . 
3mal, der zweite 3(#— 3)mal, der dritte ~ ne mal vor. Im ersten Falle 
erhilt man also 3 > (3) Identitaten, im zweiten Falle nur 21” — 3) > (3) unab- 
n 3) (n — 4) 

Sy) 

Diese Zahlen fiir den zweiten und dritten Fall findet man, indem man fiir iggend 4 
baw. 5 feste, verschiedene Indizes alle mdglichen Identitiiten (6) hinschreibt und 
untersucht, wie viele von ihnen nicht durch Kombination von Identitiiten (5) folgen. 


himgige, im dritten Falle nur ~ (3) unabhiingige Identitiiten (6). 
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Wir wollen nun zeigen, daB alle anderen méglichen Identitiiten aus 
den Identitiiten (5) und (6) durch Kombination mit Faktoren, die Funktionen 
von y sind, entstehen. Dazu beweisen wir zuniichst, daB alle Identitiiten in 
y und dy von der Form ISYiy Px) = 9, 
wo g in den p,, homogen vom Grade pw ist, dem Modul der dreireihigen 
(identisch verschwindenden) Determinanten 


(Y¥EY) 1 = YePer + UP + WPir 

angehéren. Offenbar gentigt es, sich bei diesem Nachweis auf die einzelnen 
in den y, homogenen Bestandteile von g zu beschriinken, und es werde 
daher g homogen vom Grade v in den y, vorausgesetzt. (Auch die Identi- 
tit (5) gehdrt diesem Modul an; denn entwickelt man die vierreihige Deter- 
minante (y dy y dy),,,, = —- (dy y y dy),,,, nach der ersten Zeile, so er- 
halt man als Faktoren der dy die dreireihigen Determinanten des Moduls.) 

Ich setze nun fiir das Folgende dy, =, und fiir die y,, welche in 
p,, auftreten, z,, so daB p,, tibergeht in g;,— 2,2, — x,2,— (v2),,. (Kommt 
jedoch y in g nicht explizit, sondern nur in den Verbindungen p,, vor, 
so lasse ich in je einem p,, jedes Terms von g die y unverindert stehen. 
Fir diesen Fall sind im folgenden Beweis nur die Grade der Homogeni- 
tit in den Variabelnreihen x, y, ¢ abzuindern.) Dadurch geht g iiber in 
eine Funktion: I(Yis Ux) = £1, Y, 2), 
die in den z wie in den z homogen vom uw" Grade, in den y homogen 
vom v®" Grade ist. Diese Funktion f(x, y, 2) hat die Eigenschaft, zu ver- 
schwinden, erstens, wenn man x, = y, setzt. Denn dann geht f iiber in 
IY: Pu)» WO Py, = (y2),,, Dur eine andere Schreibweise fir p,, = (ydy),, 
ist; und dies ist nach Voraussetzung gleich Null. Also ist 


f(y, y, 2) =. 


Und zweitens verschwindet f(z, y,z) allgemein, wenn man 2, =4,y, + d.2, 
setzt. Es ist nimlich 


(rz), , ++ (78), y | = (4, 92)... + A, (22), 4) 


ue Je Ay +4: 
2 Ligsz AM Ea eee > 
< (A(¥2)i a, + Ag(£2)y 1) = AYE) a, Ye )e a, 


und daher * (Ay + 402, y, 2) = Af ly, y, 2) = 0. 


Enthalten nun zuniichst die Variabelnreihen x, y, z nur je drei Variable, 
so kann man hieraus bekanntlich*) schlieBen 


f(a, y, 2) =9 (mod J) (A = (xyz). 


Vgl. etwa E. Noether, Math. Ann., Bd. 77, 8. 100, Hilfseatz a. 
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Kommen jedoch in jeder der drei Reihen 2, y, z n(n >3) Variable 
vor, so bedienen wir uns zum Nachweis der Reihenentwicklung in der 
von E. Noether (lc. 8. 101) angegebenen Form. Wir setzen 


Z, = §,%, + 0, + §,,, ¥ = 1%, + NY, + gl, 2,= 9,6, + 2.0; + te, 
Dadureh geht g(y,, g,;) = f(z, y, 2) tiber in eine Funktion Z(§, 4, §) der 
drei terniren Variabelnreihen &, 4, £, die in — und € homogen vom u™, 
in » homogen vom vy" Grade ist. (Sie enthilt auBerdem die Variabeln- 
reihen u,v, w als Parameter.) Fiir Z haben wir dann die Reihenentwick- 
lung (1. c¢. Formel (3)) 


Z= SPH + A- SPH, + A?- SPH, +--- + A°SPH,, 


wo A = (&4§) ist. Hier bedeuten die Zeichen /’ Polarenprozesse. Ferner 
sind die H durch ganz bestimmte Polarenprozesse aus Z abgeleitet, wihrend 
die H,, H,,---,H, dureh ganz bestimmte Polarenprozesse aus Q(Z), 
Q7(Z), ---, 2°(Z) gewonnen werden. Nun war f(z, y, z) eine solche 
Funktion der Variabelnreihen x, y, z, welche verschwand, wenn man 
@,—= 4,y, + A,2, setzte. Es muB also in diesem Falle auch Z verschwinden; 
d. h. offenbar in Anbetracht der obigen Transformationsformeln: Z(&, y, £) 
verschwindet, wenn mau £ = 4,, + 4,§, setzt. Wendet man dies auf die 
Reihenentwicklung an, so folgt wie oben bei drei Variabeln 


SPH 0 (mod A) 


und weiter, da dieser Ausdruck bei Anwendung des Q-Prozesses ver- 
schwindet (vgl. 1. c. Hilfssatz c) 


>PH = 0, 
so daB die Reihenentwicklung lautet: 
Z = A- SPH, + A®- SPH, +---+ A° SPH, 


Nun erhilt man offenbar fiir den Q-ProzeB 


.) 2 A ae 
Q.. . = . ‘ ) (uvw) 
Ens Ox Cy O2/iki ane 


i,k, i 


und fiir einen PolarenprozeB 


c 
? ’ 
rt § 06. / Vion? 
1 1 
Setzt man speziell & — y,— &,— 1, & = —&, —---=— ££, =, so wird u—2 
1 3 os 2 23 de i é 


v,=Yy,, w= 2, und Z(§, 4, £) geht iiber in f(u, v, w) = f(x, y, 2). Da 
nun die Anwendung des Q2 Prozesses auf Z=—/ die Determinantenfak- 
toren (wvw),,, — (zyz),,, hervorbringt, und diese durch die Polarenprozesse 


Sys nicht beeinfluBt werden, so hat nian, weil die H,, ---, H, dureh 
jal * 08 
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or 


spezielle Polarenprozesse aus Q(Z), ---, 2°(Z) entstehen, aus der Reihen- 
entwicklung gefunden 


f(x, y, 2) =90 (modd. (xyz),,,). 


Hiermit ist, wenn man fiir # wieder y und fiir z wieder dy schreibt, be- 
wiesen, daB jede Identitit g(y,, p,,)— © dem Modul der dreireihigen 
Determinanten (y y dy),,, angehdrt. 

Wenn wir jetzt eine solche dreireihige Determinante mit [y,p,,|, be- 
zeichnen, wo der fiuBere Index 9 anzeigt, daB die inneren Indizes i, k, 
fiir andere @ immer andere Tripel von verschiedenen Indizes bedeuten, so 
haben wir fiir jede Form g des Moduls die Darstellung 


WYP) = BY, dy) 4s Parls + Us(u, dy) ly, Prals ap) dake: CY dy) Ly, Pail y 
(N=(% })- 


Nun kénnen wir aber nur solche g gebrauchen, die in den p,, homogen 
vom zweiten Grade sind; daher sind die @ offenbar homogen vom ersten 
Grade in den dy. Wir miissen nun diese dy mit den y so vereinigen, 
daB Determinanten p,, entstehen; und dies ist nur auf zwei Weisen mig- 
lich. mtweder tritt ein dy aus einem @Q heraus und vereinigt sich mit 
den y in [y,~,,|. Dann wird man, etwa mit dy,|y,p,,| beginnend und 
passende Bestandteile aus vier QY zusamnienfassend, notwendig zu dem 
Ausdruck 2( DP; Part Peg Pri + Prs Pins 

also zu einem Ausdruck (5) gefitihrt. Oder ein dy vereinigt sich mit 
einem y in @ und zu diesem Produkt tritt notwendig ein analoges Pro- 
dukt aus demselben @Q hinzu, und dies fiihrt offenbar zu einem Ausdruck 
(6). Also entstehen in der Tat alle Identititen g(y,, p,,) = 0, welche in 
den p,, homogen vom gweiten Grade sind aus den Identititen (5) wnd (6) 
durch Zusammenfassung mit Multiplikatoren, die Funktionen von y allein 
sind. Daher bilden die linken Seiten von (5) und (6) einen Modul fiir die 
Identitiiten IY ;> Pr) = 0. 

Nun kénnen wir ankniipfend an eine Arbeit von Herrn Fischer*) so- 
fort zeigen, dab durch die Normierungen (5a) und (6a) das Linienelement 
(1) eindeutig bestimmt ist. Bezeichnen wir nimlich mit ,(y, p) die Ge- 
samtheit der Terme von (1), die in den y homogen von 9 Dimension 
sind, so gehért m, zur Restschar #(e), welche von den nach dem Modul 
Me) der Identititen 9,(Y, P) kongruenten Kormen je eine ausgezeichnete 
enthalt, Die Identitiiten g,(y, p), die ip den y homogen von ge", und also 


: +i <> 2 oi) é ' 
in den 4 : ) Variabeln y und p homogen von (g + 2)** Dimension sind, 


*) Crelles Journal 140, 8. 48—81 (besonders § 2 und das Theorem auf 8. 53). 
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bilden namlich einen Modul 9(e), und zwar sind, wie wir sahen, fir den 
Modul 9(0) die Formen der Basis 

(5) Yo\P) = Pie Pers T PicPar 7 Pic Prr 

und fiir den Modul Mt(e) (e >1) die Formen einer homogenen Basis 
(5*) 71(Y, P) = 9) Pix P, 6 + Pip Por + Dis Per) 

(6) Y2(9%) P) = Vp Pin Por + YePie Per + Ye Pin Presi 

aus (5*) und (6) werden alle Funktionen des Moduls M(e) (o>1) mit 
homogenen Funktionen (¢ — 1) Grades der y zusammengesetzt. Weil nun 
wegen der Normierungen (5a) und (6a) die @, den Differentialgleichungs- 
systemen 


Yo (x5) oP) 0 fir 9-0 


D 


€ 


(¢ ¢ ' c oT 
und 71 (54> Jp) Feld P) — 9 7(, y? ap) Feds P) =O fir 921 


gentigen, so gehéren sie nach dem Fischerschen Theorem tatsichlich zur 
Restschar; und folglich ist jedes m, und also auch das Linienelement durch 
die Normierungen (Ha) und (6a) eindeutiy bestemmt. 

Der Normierung (5a) entspricht folgende Identitiit*) zwischen den 
Vierindizessymbolen fiir beliebige Koordinaten «.: 
(Db) (tk, rs) + (ir, sk) + (18, kr) = 0. 
Die Kriimmungsform ist also hinsichtlich der den Gleichungen (5) ent- 
sprechenden Identititen zwischen den p,’, schon normiert. — Der Nor- 
mierung (6a) entspricht, wie wir in § 2 zeigen werden, folgende Identi- 
tit: Bezeichnet man (vgl. Formel (4)) das Aggregat der vier zweiten Ab- 
leitungen im Vierindizessymbol (ik, vs) mit [tk, rs], so ist identisch 


. 72) ; . ive” 
(6b) oltk, st] , Oth, tr] C tk,rs) 


+ = 0, *) 
dz, Ox, Ox, 
wie man durch Rechnung sofort bestiitigen kann. — Ubrigens enthalt 
(5b) die Relation 
(Sb*) \ik, rs] + lér, sk] + [is, kr] = 0. 


Es mégen hier noch gleich einige Beziehungen zwischen den §,, ,, 
und (#k,rs), welche aus der Umstellung oder Gleichsetzung der Indizes 
folgen, zusammengestellt werden. Aus der formalen Bildung von (1) 
folgt, dab 
(7) 9... - Biss. _ _ ae und Bi, “eal Brice eet i Ba... 
ist. Entsprechend folgt aus der Definition der (ik, rs): 

*) Christoffel 1. c. 8. 55, oder Lipschitz, Crelles J. 70, 8. 101f. 


**) Dies ist ein Teil der Identitit von Bianchi. Rendiconti della R. Acc. dei 
Lincei (5) 11, (1902), S. 3 
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(7a) (tk, rs) = (ki, sr) = (rs, ik) = (sr, ki) und 

(tk, rs) = — (ka, rs) = — (ik, sr). 
Endlich sollen die GréBen $,,.,, B,,,, und die ® mit 3 oder 4 gleichen 
Indizes, die zwar in (1) nicht auftreten, da, wo sie im folgenden vor- 
kommen, © bedeuten — (hierdurch schreiben sich manche Formeln ein- 
facher) —, wiahrend die entsprechenden Vierindizessymbole (ii, rs), (ik, rr) 
und die mit 3 oder 4 gleichen Indizes nach Definition simtlich = 0 sind. 


§ 2. Vorbereitende Untersuchungen. 


Setzen wir das Linienelement (1) in die Gestalt: 
2) ds? = > b,, dy, dy,, 


so finden wir fiir die b,, und b,,, indem wir von der SchluBbemerkung 
des § 1 Gebrauch machen, 


7 Yon 
(8) bi = Lt DS Bien Meo bi, = > Bro, YoYo > 
tee - % ——_ ’ . 
wo in den Summen g und 6 unabhiingig voneinander die Werte 1, 2, ---;” 
durchlaufen. Mit Hilfe dieser Formeln kann man die Vierindizessymbole 
(ik, rs) als Potenzreihen der y ausrechnen und feststellen, wie sich deren 


Koeffizienten aus den Koeffizienten der gegebenen Potenzreihen §,, ., zu- 
sammensetzen. 

Zunichst ergibt sich fiir die Determinante B des Linienelementes (2): 
9) B l + (B),(y), + (Boy), +--+ (8). Wp, 
und fiir die Unterdeterminanten 
9a) B., = 1 + (B), (we + --- + CB), We, 


By = (Be +++ + B)u-1 Dens: 
Hier soll, wie auch im folgenden, ($),(y),, ein Polynom m** Dimension 
in den y, dessen Koeffizienten in den Potenzreihen $ von /* Dimension 
sind, bedeuten. Da nun ferner das Dreiindizessymbol 


‘ tk RY S 
(10) ? ‘toons > Bis ro Wo ' Bio, ni My 


a 


rt 1 - (PB, o.%0 . OB 0,00 OB; 20 | 
Sat t oe T Oy, by, | %oM% 


ist, also die Gestalt hat: 
. rik of 
(10a) *) |= BiG + (55), 
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so erhalt man fiir den zweiten Teil 


‘ 1 B,, (rirgrks pésypkr 
lik, rsj}—2> R (i ~~ a adie) 


B 
. vr. . . . ue 
des Riemannschen Vierindizessymbols (tk, rs), wenn man noch B nach 


Potenzen von y entwickelt (eine Entwicklung, die fiir hinreichend kleine 
y sicher konvergiert. weil fir y,— © B=1 wird): 


(11) {ik, rs} = (Bh (ye (Bp), (27) (Y)s + (2% Ws 


sere lay)s 


(B)s(y)s + (B Ig (: - ) ¥); (B), (= ) (We 


Dagegen ergibt sich fiir den ersten Teil 


3. é*b,. a°b,. 62b, 
[ek ,_rs|\= — : _ 
‘ OFURCYs OU;CY, CURCY, OY;O Y, 
des Vierindizessymbols (ik, rs)*) mit Benutzung der Normierung (5a): 
Cc BY os . 2g. f R 
. . ‘ ikre si 9 ks 77 
(12) [ik, rs| = 638 +3 | 4 — ee, ae 
* — ey, cy oy, ou Jo 


| ' j YY 
de \ OY; oy, Cu-ou CULCY, oy oY, | oi, tated 


und also formal: 


‘ ° , oy / Oy 
(13) lik, rs| = (B), — { )y Te ( ay ay) is: 


ou 


Wir nennen nun die Koeffizienten der Glieder m'* Ordnung in den 
Potenzreihen $,, ,, kurz Koeffizienten m* Ordnung, und bezeichnen das 
Glied O* Ordnung mit «,,.,. Dann kénnen wir (11) und (13) auch so 
schreiben: 

(11a) {ik,rs}={y}et+fy}st+i{y}at--- 


, 


wo {y},, ein Polynom m" Grades in den y ist, dessen Koeffizienten Poly- 
nome aus Koeffizienten 0” bis (m—2)” Ordnung der sind, — und 
ferner unter Beachtung von (12) 


(13a) [¢k, rs] = 6e,,,, + [yl], + lyle+ ly + °° 
wo [y|,, ein Polynom m'” Grades if y ist, dessen Koeffizienten aus Koef- 
fizienten von genau m” Ordnung der % linear mit rationalen Zahlfaktoren 
gebildet sind. 

Seien nun die Riemannschen Vierindizessymbole als Potenzreihen der 
y; gegeben, deren Entwicklungskoeffizienten die mit bekannten rationalen 


*) Es ist also (tk, rs) =[ik, rs] + (ik, rs}. 
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Zahlfaktoren multiplizierten Ableitungen der (ik, rs), gebildet fiir den 
Pankt O(y,—0), sind. Dann lehren die ‘Formeln (lla) und (13a) fol- 
gendes: 

Das Glied 0%" Ordnung von (tk, rs) ist gleich 6«,,,,; denn setat man 
y, = 0, so verschwinden in (13a) und (11a) alle fibrigen Glieder. — 
m-malige Differentiation und Nullsetzen der y, liefert links in (lla) und 
(13a) einen Koeffizienten m‘* Ordnung von (ik,rs), rechts eine lineare 
Verbindung von Koeffizienten m‘* Ordnung der $ (aus (13a)), vermehrt 
um ein Polynom aus Koeffizienten 0** bis (m— 2)*** Ordnung der $ (aus 
lla)). Nimmt man letztere als bekannt an, so erhalt man ein System 
von linearen Gleichungen mit rationalen Zahlkoeffizienten fiir die Koeffi- 
zienten m‘** Ordnung der , deren ,,rechte“ Seiten sich aus den Koeffizienten 
m*" Ordnung der (ik, rs) und den Koeffizienten 0" bis (m—2)** Ord- 
nung der $ zusammensetzen. Die Anzahl dieser linearen Gleichungen fiir 
die Koeffizienten m* Ordnung der $ ist genau so groB, wie die Anzahl 
dieser Koeffizienten. Da sich nun (s. 0.) die Koeffizienten 0** Ordnung 
der $,, ., eindeutig bestimmen lassen, folgt aus dem Vorhergehenden, dab 
sich sukzessive die Koeffizienten.m'* Ordnung der % aus den Koeffizienten 
m* und (m—2)** bis 0" Ordnung der (ik, rs) eindeutig berechnen lassen 
werden, wenn man hachweisen kann, daB die Determinante des linearen 
Gleichungssystems + 0 ist. Dieser Nachweis aber ist auf dem bisher ein- 
geschlagenen Wege nicht méglich, weil man sehr bald, wegen der immer 
gréBer werdenden Anzahl von Gliedern bestimmter Ordnung allen Uber- 
blick verliert. Ich werde deshalb im folgenden Paragraphen mich einer 
etwas veriinderten Methode bedienen, jedoch die Hauptresultate dieses 
Paragraphen wieder benutzen. 

Nur folgendes sei hier noch bemerkt. Die Zahlifaktoren der ,,linken“ 
Seiten der linearen Gleichungen zur Berechnung der Koeffizienten der $ 
riihren allein aus (13a), nicht aus (11a) her. Die ,linken* Seiten dieser 
Gleichungen sind aber in der Weise voneinander abhiingig, wie es die 
identitaiten (6b) und, die daraus durch Differentiation abgeleiteten an- 
zeigen. Deshalb verschwinden die Determinanten und es kénnte scheinen, 
als ob sich die Koeffizienten der $ nicht eindeutig bestimmen lieBen. 
Nimmt man aber die aus den Normierungsbedingungen (6a) fiir die Koef- 
fizienten der $ sich ergebenden Bedingungen statt der abhiingigen Glei- 
chungen hinzu und beriicksichtigt, daB es ebenso viele unabhingige Bedin- 
gungen (6a) wie Identititen (6b) gibt, so wird die Eindeutigkeit wieder 
hergestellt werden. Die Richtigkeit dieser Behauptung habe ich in den 
einfachsten Fillen direkt nachweisen kénnen; allgemein folgt sie riick- 
warts aus dem Resultat von § 3. Dies ist das Entsprechen (ta) und (6b), 
von dem ich in § 1 sprach. 
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§ 3. Bestimmung des Linienelementes aus der Kriimmungsform, 


Ich schreibe zuniichst das Linienelement in Riemannschen Normal- 
koordinaten fiir das Folgende zweckmaéBiger in der Gestalt: 


=x 
e » ' 1 P 
(14) ds? = S' dy? + se ik relly gs dy Yi, Dig Yay (YTD ix (VEY), » 
i ikjra)i 


m 0 


WO (Gy .)2.4,-i,, tie m Ableitung von Bi (y) mach ¥,, Yi5 °° ++ Yags BE 
bildet fiir y,=—0, bedeutet und 4,4,---4,, alle Kombinationen der Ele- 
mente 1, 2, 3,---, za je m mit Wiederholung und Beriicksichtigung 
der Anordnung durchlauft. («,, .,),,..,,, ist also konstant und bis auf 
einen Zahlfaktor ein Koeffizient m** Ordnung von $,, ,,(y). 

(14) ist eine quadratische Form der Differentiale dy, und werde mit 
(dy, dy) bezeichnet. Dann bedeutet p(dy, dy) dieselbe quadratische 
Form in den Differentialen dy, und (dy, dy) die Polarform beider. Jetzt 
kann man nach der Vorschrift Riemanns in seiner Pariser Preisarbeit*) 
die Kriimmungsform K fir das Linienelement ds* = g(dydy) unter Be- 
nutzung des Kalkiils mit Differentialen oder Variationen**) so bilden: 


(15) K = & (dy, dy) — 2ddq(dy, dy) + &p(dy, dy), 


mit der Forderung, dab die zweiten Variationen ddy,, d*y,, d*y, aus den 
drei Bedingungen 


Ded, 6) —dg(d,D)— did, D) =, 
(15a) Deo(d, d) — 2dqgid, D) = 0, 
Ded, 6) — 26y(d, D) = 0, 


wo D eine beliebige Variation bezeichnet, bestimmt werden. (Die in (15) 
scheinbar auftretenden dritten Variationen heben sich gegenseitig weg.) 
Bildet man nun (15) und (15a) fiir die quadratische Form 


(2) ds* = (dy, dy) = Do b..iy)dy,dy,, 

i,k 
so liefert, wie man sofort sieht, (15) erstens Glieder, welche linear in den 
eweiten Ableitungen der b,, sind und als Faktoren nur erste Variationen dy 
und dy haben und zweitens Glieder, welche nur erste und nullte Ab- 
leitungen der b,,, aber méindestens eine zweite Variation enthalten, 
wahrend (15a) als nullzusetzende Faktoren der willkiirlichen Dy, Aggre 


*) Werke, 2. Aufl., S. 402. 
**) Dieser wurde auBer von Riemann (1. c.) besonders von Lipschitz (Crelles 
Journal, Bd. 70, 71, 72, 82) benutzt. 
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gate liefert, deren Glieder nur erste und nullte Ableitungen der },, ent- 
halten. Daraus folgt: wenn man mit Hilfe von (15a) die zweiten Varia- 
tionen aus (15) eliminiert, so bleiben dabei die Glieder von (15) voll- 
kommen unverindert, welche die Adchsten (zweiten) Ableitungen der b,, 
enthalten; und dies sind zugleich die Glieder von (15), welche, wenn man 
(15a) noch nicht angewandt hat, nur die ersten Variationen dy und dy 
enthalten. Man kann daher (15) und (15a) zusammenziehen, indem man 
unter Benutzung des Kongruenzzeichens schreibt: 


(16) K = 0*(d,d) — 2ddq(d, 3) + d*g(d,d) (mod niedrigere Glieder), 


wo unter niedrigeren Gliedern diejenigen verstanden sein sollen, welche 
niedrigere Ableitungen der b,, als die héchsten jeweils vorkommenden ent- 
halten. Die niedrigeren Glieder haben, unter Beriicksichtigung der Bil 
dungsweise (15) allein, mindestens eine zweite oder héhere Variation der 
y, als Faktor, wihrend die hichsten Glieder nur erste Variationen als 
Faktoren besitzen. \ 

In demselben Sinne kann man fiir die m* kovariante Ableitung (vgl. 
Teil Il, § 1) der Kriimmungsform XK auch schreiben: 
(17) K™) = 6™+*%@(d, d) — 2dd"+'q(d, 8) + d?d” pd, 0) 

(mod niedrigere Glieder). 


Nun bilden wir diese m”* kovariante Ableitung fiir das Linienelement (14), 
also fir Riemannsche Normalkoordinaten und setzen y, = 0. Wir finden: 


”"(m) eee SS 1 j i 
(K™), ¢ Dini Miterediyorin Yay" * Vay YEW (9 FY), 
(ik, raya 
oS 1 
18) 2dd" > we 1 bh, aby os dng M2, °° Ha (ydy),.(yoy 
a. ’ i mee “tm ‘ i . //rs 

(ik, raja 

" a 
d= 0” 7 (a ) Yo °° ¥ (yoy). (yay), 


m 


m! ikyra/s, Aon * 


(ik,ra)é 


(mod niedrigere (lieder), 


wo die Summe nur noch fiber i/,rs und die 4 geht, aber m fest ist. 
Denn die Glieder, welche in den y, von héherer als (m+ 2)** Dimension 
sind, verschwinden wegen y, = 0, weil nach Ausfiihrung der Variationen 
mindestens ein y, mit keinem Variationszeichen versehen ist, und die 
Glieder, welche in den y, von niedrigerer als (m + 2)" Dimension sind, 
enthalten notwendig eine héhere als die erste Variation, sind also _,,nied- 
rigere“ Glieder, so daB also nur noch die Glieder, welche in den y, von 
(m+ 2)*° Dimension sind, fiir uns von Belang sind 

Bei Ausfiihrung der Differentiationen in (18) haben wir nur Glieder 
mit ersten Variationen zu beriicksichtigen. Es kommen aber in der 
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zweiten und dritten Summe solche Glieder, welche einen freien Faktor dy;, 
enthalten, nicht in Betracht, da dann notwendig ein verschwindender 
Determinantenfaltor (dydy),, auftritt; es kénnen also nur Faktoren 


dy, --- Oy, (dydy),, (dy dy), 


s 
vorkommen. Hierbei dreht sich in der zweiten Summe das Vorzeichen 
um, da dort zunichst der Faktor 


dy, --- dy, (dydy),,\dydy),, 
auftnitt und (dydy),, (dydy),, ist. Also wird 


' 
, Le . 
) “1,90 T Qin TSS, re 


J m! 


19) (K™),_, LS (a 
( / y ) l ik, 


(ik. raja 


pa dig en dy 992, *** Yay, CY OY in (Ay OY), 


(mod niedrigere Glieder), 


WO Cy > Cems 3. positive Zahlkoeffizienten sind, welche angeben, wie oft 
in jeder der drei Summen von (18) durch m-malige Differentiation der 
Term dy, --- dy, (dydy),,(dydy),, entsteht; ihre Summe kann also nicht 
verschwinden. Die Gleichung (19) enthilt jetzt als rechts hingeschriebene 
Gilieder genau die Glieder hichster Ordnung von (K™))_,; denn die 
(m+ 2) Ableitungen der b,, fiir y,—0 sind lineare Verbindungen der 
Koeffizienten m‘* Ordnung der $(y) (vgl. Formel (8)), und diese treten 
allein in (1) auf, und an den Gliedern héchster Ordnung ist bei unserem 
Verfahren nichts geindert worden, wihrend die Glieder niedriger Ord- 
nung verschwunden sind. 


Ist nun andrerseits die Riemannsche Kriimmungsform 


(20) K = S (ik, rs)(dydy),,(dydy),, 
— 


(ikyrs 


dadurch gegeben, dab die (ik, rs) als Potenzreihen der Normalkoordinaten 
y, bekannt sind, so kann man vollkommen eindeutig alle kovarianten Ab- 
leitungen von K fiir y,=© berechnen; denn dazu sind nur Differen- 
tiationen nétig. Ist nimlich 


, > J 
(21) | ee a) ¥ y, ¥;...U;,. (dy dy),, (dy dy) 
m' th, r8/hy dg hm FA Jhon ‘ J /i . ra 
ikyraye 


so folgt: 
(22) (K™),_, . ign Oi, °° OY, (dy Oy), (dydy) \ <a 


rsim! 


(mod niedrigere Ghieder), 


wo c,, analoge Bedeutung hat, wie oben ¢, ,, ¢, ,, ¢; Denn die mit hdheren 


ym “Sym * 


Variationen behafteten Glieder haben ja zuniichst niedrigere als m* Ab- 
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leitungen der Vierindizessymbole als Faktoren, und diese (vgl. Formel (4)) 
enthalten nicht die (m+ 2)" Ableitungen der b,,,. wie es die hingeschrie- 
benen Glieder tun. 

Trotzdem kann man (22) noch nicht mit (19) vergleichen. Denn (22) 
ist aus (20) gewonnen, wo im die Vierindizessymbole auch niedrigere Glieder 
hinsichtlich der Ordnung der. Ableitungen von b,, eingegangen sind; denn 
bei Bildung der Vierindizessymbole sind die Kliminationsbedingungen (15a) 
benutzt worden. Es fragt sich nun, ob man dicse niedrigeren Glieder, 
welche also von niedrigeren als (m -- 2)" Ableitungen der ),, herstammen, 
aus (22) abspalien kann. 

Diese Frage werden wir bejahen und damit das in Rede stehende 
Theorem, wie folgt, beweisen: Angenommen die Koeffizienten nullter bis 
(m—1)*" Ordnung der $ seien schon berechnet, dann lassen sich auch 
die Koeffizienten m“" Ordnung fiir ein als normiert vorausgesetztes Linien- 
element (1) eindeutig berechnen. Wir haben viimlich in § 2 bereits aus- 
einandergesetzt, daB das Vierindizessymbol (ik, rs) aus zwei Teilen [ik, rs] 
und {ik, rs} besteht, und folglich auch seine m*” Ableitungen fiir y,=—0, 
also die (K,, ,,),....2,, @uUs zwei Teilen bestehen, von denen der erste nur 
Ableitungen (m + 2)" Ordnung der b,, enthiilt, wiihrend der zweite aus 
solchen 0 bis (m+ 1)** Ordnung gebildet ist. Zugleich haben wir damals 
nachgewiesen (Formel (lla)), dab die Koeffizienten m*™ Ordnung dieses 
zweiten Tiles {ik, rs} sich aus Koeffizienten 0’ bis (m—2)* Ordnung 
der % zusammensetzen. Diese zweiten Teile der Koeftizienten m* Ord- 
) 


nung der (ik, rs) und somit auch die in den (k hy noch enthaltenen, 


von Gliedern niedrigerer Ordnung herriihrenden Bestandteile sind daher 


ikyre 


” 


nach der Voraussetzung unseres jetzigen I[nduktionsschlusses bekannt. 
Spaltet man sie ab, so erhalt man 


1 “ww 
Jom! 


Oy 


SA Am VAY 


‘ , ~ ) / 7 
8) Km, =| SO, 


ikyrs)s 


“dy, (dy dy), (dydy),, 


(mod niedrigere Glieder), 
wo wie in (19) die hingeschriebenen .Glieder- genau diejenigen héchster 
Ordnung in den Ableitungen von },, sind. Nimmt man endlich noch die 
rechte Seite von (19) als so normiert an, wie es die Bedingungen (5a) 
und (6a), wenn man dort y, durch dy, ersetzt, verlangen, wahrend (23) in 
sich normiert ist, weil es die héchsten Glieder der normierten Kriimmungs- 
form (vgl. die Formeln (5b*) und (6b)) unverandert enthalt, — und be- 
trachtet man dann (19) und (23) als Formen*) der dy, und dy,, so ergeben 


sich durch Koeffizientenvergleichung die («,, ,,) eindeutig aus den 


Ayes Am 


/ 


*) Die von uns benutzten Differentialformen sind ja bekanntlich invariante Bil- 
dungen 
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reduzierten (4%, ,.),,,,- Erimnert man sich noch, dab wir in § 2 zeigten, 
daB sich die Koeffizienten nullter Ordnung der $,,,, direkt bestimmen 
lassen, so ist unser Theorem bewiesen. 


In Formeln ergibt sich aus (19) and (23) 





(24) (G4 ,0)2,...10 = ra. = (> _.). 
aS a Polynom aus Koef- 
ay ™ (h _ }fizienten nullter bis 
ss - +e tL¢ Mikerel hm _. »\ter 0 d , 
tow tS “2m 793i (m 2) rdnung 
von K. 


Es ist also ein Koeffizient m'” Ordnung von $,,,, gleich dem entsprechen- 
den Koeffizienten m*’ Ordnung von (ik, rs), multipliziert mit einem positivem 
Zahlenfaktor, der fiir alle Koeffizienten m‘’ Ordnung derselbe ist, das Ganze 
vermehrt um ein Polynom aus Koeffizienten von hichstens (m— 2)" Ordnung 
der Vierindizessymbole. Fir die Koeffizienten nullter und erster Ordnung 
fallt dies Polynom fort, und man hat einfach 


(2. ta) 
(Operas = Pr Kineedar 
1 i. 
WO %— | und 7; = 1, ist. Hieraus folgt sofort, dab, wenn der Raum 


das Kriimmungsmab © hat, das Linmienelement (1) die Gestalt: 
ds* = s’ dy; 


hat, also ein ,,Euklidisches* ist. 


Teil U 
$ 1. Die Christoffelschen Differentialkovarianten G,, G,, G, ---- 


Mit der Riemannschen Kriimmungsform K hangt aufs engste die von 
Christoffel in seiner Abhandlung ,,Uber die Transformation der homo- 
genen Differentialausdriicke zweiten Grades“*) abgeleitete Differentialform 
G, zusammen. Fiihrt man namlich in 


K = (ik, rs) (dz,dx, + dx, dx, (dx,d2,—dzx,dz,) 
neue Differentiaie x und Az ein, und setzt voraus, dab alle vier Diffe- 


rentiale dz, dz, Dx, Ax kogredient seien, so ist das Christoffelsche 


G, = > (ik, rs) (dz,d2,— dxz,d2, (Dx,A2, — Dz,Ax,)*), 


*) Crelles Journal 70, 8. 47ff. u. 3. 241 ff. 


‘ : . 1 236.3 oe 
™) Genau genommen muf man noch mit — | multiplizieren um Christoffels 


; . 1 “a 
G, zu erhalten. Dieser Fakter — = stammt daher, daB das von mir im Anschlub 





n, 
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: “ . . {fn " » ° 
wo in der Summe sowohl ik als auch rs die (.) verschiedenen Kombi- 
nationen zweier Indizes durchlauft. Hierfiir kann man offenbar unter Be- 


achtung der SchluBbemerkungen von I, § 1 auch schreiben 
G, = S(ik,rs)dz,d2,Dx,Az,, 


wo in der Summe i, /, r, s unabhiingig voneinander von 1 bis m laufen, 
oder indem man die Bezeichnung zwecks Verallgemeinerung in ersicht- 
licher Weise Aandert: 


- 1 2 3s 4 
(25) G,= = (tty tgt,) O02, Ox, Ox, Ox, 
—_—_— - 


Diese quadrilineare Differentialform der vier zu den dz, kogredienten 


1 2 3 d 
Systeme von Differentialem: dz,, dz,, dz,, dx, ist bekanntlich eine Diffe- 
rentialkovariante des Linienelementes ds* = Sa,,dx,dz,. 

Aus (25) kann man bekanntlich nach folgendem Verfahren, welches 
dem von Riemann in seiner Preisaufgabe angegeben entspricht*) und ein- 
facher ist als das Christoffelsche, eine unbegrenzte Reihe weiterer multi- 
linearer Differentialformen herleiten. Sei 


* 1 ° 
(26) GC = Dy  (iyig ++ i,)Oz,00, «++ d2 


eine m-fach lineare Differentialform. Dann bilden wir 


; coe 1 = , 
(27) 0G,,= > O(6, § - ‘m' §x,0x, 0x, +20 OF 


" 


1 2 
+ S' (li, --- i) 062,82, --- dz, 
— 


*m 


ay 1 
+> (il +++ i,)d2,002,---dx, +- 


1 "m 


, 
Aus (27) eliminieren wir nun die zweiten Differentiale 66x, mittels der 
Bedingung: 


an Riemann (I. c.) benutzte Vierindizessymbol (ik, rs) gerade das —= fache des von 


4 ‘ "eye : ‘ P '. " 
Christoffel benutzten Vierindizessymboles (ik, rs) ist. — Da der Faktor — = fiir die 


folgenden Untersuchunger ganz unwesentlich ist, werde ich die oben hingeschriebene 
Differentialform einfach mit G, und die daraus abgeleiteten mit G,,G,,--- bezeichnen, 
. . 1 at ees . 
wobei dann eben zu beachten ist, daB man noch mit — = multiplizieren mu8, um die 
Christoffelschen Bildungen zu erhalten. 
*) Vgl. auch Lipschitz, Crelles Journal 72, S. 1ff. 
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, : : , ’ 
(28) DS a O20 2,;, 6 S'a:,.02 Da, — 0 SS a;,,62;, Dx, 0, 
— —_— — 


die genau der Bedingung (15a) entspricht und als nullzusetzende Faktoren 
der willkiirlichen Dx, die Bedingungen liefert: 


os 

~ - QR pee 

(29a) S a,,002,; - S LE \d.r,d2, =O 
tly 
: ius / ; 
oder nach Multiplikation mit ~/* und Summation nach k: 
: yy 

=) dis, +> [| andn,—0 


Setzt man nun die zweiten Differentiale aus (29b) in (27) ein, so erhilt 


man die (m+ 1)fach lineare Differentialform 


p : Sy. ; ; - . " ' 

(30) ttjigs ++ 4, ) 02,00, 0”, ---Ox, , wo offenbar 
“+> é 4 me ’ . a tm 

, ag Clit ‘ty 

(31 } bt, by Re = 


SY ft lyp: {tt,) 
> hte (coe We iCueen Peet (ity ++ 0).¥) 


Die so erhalteven Differentialformen G,G,--- sind zufolge ihrer Bildungs- 
weise, ebenso wie G,, Differentialkovarianten. Das Gesetz, nach dem die 
Koeffizienten ((ii,i, ---%,,) aus den Koeffizienten (i,%, ---1%,,) gebildet wer- 


den, nennt man kovariante Differentiation. 


Wir machen nun aus, daB man, bevor man aus G,,, , 


m+ 


ut 
G,,,2 bildet, in G,,,:¢ durch i,,., und da, durch 62;,,,, ersetzt, also: 


— ‘ : 1 m ~ m+i1 
(30a) G , i (t,-++@8 Oz. --- Ox, 02 : 
m + m*m+i i; im im +1 
— 
i m 1 
wo (i,---t,¢,.;) = (t,2.14 °° 4, ist, schreibt. Dann ist leicht zu sehen, 
1 3 ¥ 


dab, wenn man in G, 


machung iiber die Numerierung ist zuniichst (vgl. auch Formel (7a)): 


5 


Qty gts tg, 45 °° nga) = (tg ty tg gy Oy Un ag) ™ (Only Oty, 5 °°? Og) 


m+ 
=- (4, tetgigy tg tet P 


5 m+-4 


*) Vgl. Christoffel, 1. ¢. S. 56, 57. 


den Ausdruck 


n¢4:9 und 6 durch d und die fibrigen 0 einfach 
durch 6 ersetzt, man das erhilt, was in I, § 3 als m” kovariante Ablei- 
tung der Kriimmungsform K bezeichnet wurde. Denn nach unserer Aus- 





b 


en 


Alt 


ar 
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und sonach kommen in G,,, die ersten vier Differentiale in der Ver- 


+4 
bindung vor: 4) he ' ° 3 4 aire 
(dx, Ox, — dx, 0x,)(07, 0x2, — Ox, Or, ). 
2 tg 4 ‘3 44 ‘4 ty 
¥ 
Wenn man nun noch die 0 in der angegebenen Weise umindert, hat man 
Oz, ---d2 (dx, dx, — dz, 82, ) - 
4 2 ‘2 bd 


m+ m+4 i im+4 


(B0b) G* = Sabai, i, ---i 
— 


silat ‘(dx, da, —dz, 0 r,) = Ki 
‘3 % 3 


§ 2. EKinfitihrung von Normalkoordinaten und Bestimmung des 


Linienelementes aus den (G,,), _,. 
aa 


Um den genauen Anschlu8 an [, § 5 zu gewinuen, wollen wir jetzt 
Riemannsche Normalkoordinaten einfiihren. Zuniichst sieht man, daB in 
der Bezeichnungsweise von I, § 2 das Christoffelsche Dreiindizessymbol 


ftky QV B, pak 


Zi j atin ae ’ 


zweiter Art 


die Gestalt hat 


k ay ay : 
a9 fee) me + ) RM) (7). + (M 4 
82) | {= (Bi) (ay), (Urs 8), (4), + By (Fy), (Ms 
oder 
‘ d 
(32a ] =) W2 T S973 T° 


wo <y>,, ein Polynom m‘*" Grades in y bezeichnet, dessen Koeftizienten 
aus einem in den Koeffizienten (m—1)*" Ordnung der $ linearen Teil 
und einem in den Koeffizienten nullter bis hichstens (m—3)"" Ordnung der 
¥ ganzen rationalem Teil hestchen. 

Nun unterscheidet sich unsere jetzige Bildung (30b), die wir ersicht- 
lich auch schreiben kénnen: 
(33) Km — S'(ikrs, 4,---4,) dy, 


m J, 
wea 


iki rays 


- Oy, (dy dy), (dy dy)... 


von der Bildung (22) dadurch, daB wir hier, von A ausgehend, nach 
jeder Variation sofort die zweiten Differentiale mit Hilfe von (29b) eli- 
miniert haben, wihrend dies dort nicht geschah, sondern die héheren 
Differentiale zu den Gliedern niedriger Ordnung gerechnet wurden, — ab- 


gesehen davon, dab wir damals y,;—0 setzten. Man kann aber, wenn 


2 


die kovarianten Ableitungen K, K”, K®,--- fiir y,=—0O bekannt sind, 
sukzessive die auf der rechten Seite von (22) hingeschriebenen Terme 
finden, also von (33) die Terme abspalten, die durch die Elimination der 
hiheren Differentiale mittels (29b) hinzugekommen sind. 

Dies sieht man so ein: Bildet man vom Riemannschen Vierindizes- 
symbol ausgehend nach Vorschrift (31) sukzessive die Klammersymbole 


20* 
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bis zu (ékrs; 4,4,---A,,), indem man jedes Klammersymbol nw durch 
die Riemannschen Vierindizessymbole, die Christoffelschen Dreiindizes- 
symbole zweiter Art und die Ableitungen beider ausdriickt, so findet man, 
wie man durch InduktionsschluB sofort bestatigt, 


‘ . Ey P eo (ik, rs) 
(34) (0h, rs; A4,4,---4,,) 


? a b | ” 
cy og?" ow cy 


m—1l — 
, OR rg - gi a*-¢ 
+ O R, pote Sree 4) 
wo ® eine ganze rationale Funktion seiner Argumente: der Riemannschen 
Vierindizessymbole R und ihrer Ableitungen bis zu den (m— 1) und der 
Christoffelschen Dreiindizessymbole C und ihrer Ableitungen bis zu den 


(m—.1)*" ist; und zwar ist jedes Glied von ® linear in einer der nullten bis 
n—1 

(m— 1)" Ableitungen der Vierindizessymbole R. Speziell hat jedes ° = 

gerade ein C als Faktor. Setzt man noch y,— 0, so findet man wegen 


(32a) mit der Bezeichnung von Formel (21) 

(BB) (tks; A, Aged yo (ki, Janig ant VR, B,,--+,B_ 23 Bo, Biy-s Bans) 
wo ¥ eine ganze rationale Funktion seiner Argumente bedeutet und RF, 
bzw. $B, Koeffizienten v** Ordnung der R und $ bedeuten. 

Hier steht nun links ein bekannter Koeffizient von (K™), _,, rechts 
ein gesuchter von Formel (22), vermehrt um ein Polynom aus Koeffi 
zienten der R und $ von niedrigerer als m** Ordnung. Nimmt man da- 
her zum Zwecke eines Induktionsbeweises an, daB bereits alle Koeffizienten 
der Vierindizessymbole bis zur (m— 1) Ordnung aus den Koeffizienten 
von (K™~»),_, bis (K),_, bestimmt sind, und somit nach I, § 3 auch 
alle Koeffizienten der $ bis zur (#—1)*" Ordnung bekannt sind, so lehrt 
Forme! (35), daB man aus den Koeffizienten von (K ™)) <9 bis (K),-0, 
dh. aus den Koeffizienten von (G,,,,),_9 bis (G,),_9 alle Koeffizienten 
von (22) eindeutig bestimmen kann. Fiir m = (© hat man einfach: 

(35a) (ik, rs), =k.,, 

Hiermit ist der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten der Formen- 
reihe G,, G,, G,, ---, gebildet ftir y,— 0 und zwischen den Koeftizienten 
nullter, erster, zweiter --- Ordnung der Riemannschen Kriimmungsform 
aufgedeckt. — Man kann also aus der Formenreihe G,, G;, G,, ---, ge 
bildet fiir y,= 0, sowohl die Riemannsche Kriimmungsform, als auch das 
Linienelement in Riemannschen Normalkoordinaten eindeutig berechnen, und 
swar die Glieder nullter bis m* Ordnung, wenn (G,), bis (G he- 
kannt sind. 

Wir kniipfen hier gleich noch folgende Bemerkung an: Sind statt 
(G)o(G;)o --- ad inf. die Formen 


) 


m/ 


’ 
, } 
0 m+4/0 





Q? 
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(Gyo, (Gslor* +s (Gnaalo und Gira 


und zwar G,,,, nicht nur fiir y;=, sondern fiir alle Werte y, yegeben, 
so kann man gleichfalls die Riemannsche Kriimmungsform K und das 
Linienelement eimdeutig berechnen. In der Tat: Aus (G,), bis (G,,44)9 kann 
man, wie wir oben sahen, die Glieder nullter bis m‘** Ordnung der % und 
von K berechnen. Ferner kann man aus G,, , ; nasrer (Gasedes 
(G.,,47)o, °°: mit Hilfe von Formel (31) berechnen. Denn man kennt ja nach 
Voraussetzung die (m-+5)-Indizessymbole als Potenzreihen der y, volistandig 
und wegen (52a) auch die Entwicklungen der Christoffelschen Dreiindizes- 


sukzessive (G 


symbole, soweit man sie braucht: Um nimlich etwa G,,,,,,, fir y, = 0 
aus G,,., sukzessive fiir p=—1,2,--- zu berechnen, braucht man die 
m4s Und die Glieder nullter bis 


(p—1)*" Ordnung der Dreiindizessymbole oder wegen (32a) die Glieder 


Glieder nullter bis p** Ordnung von G 


nullter bis (p—2)*" Ordnung der $%; und diese sind ja nach dem wieder- 
holt schon angewandten InduktionsschluB bereits bekannt. 


» 


$ 3. Das Christoffelsche Aquivalenztheorem. 


Sind zwei quadratische Differentialformen 


"My Nv ; nd Sa’ / { 
F= 3a,,dz,dx, wd F’= 3a,;dx,dz; 


mit nicht verschwindender Determinante imeinander transformierbar, so 
daB, wenn man 


(36) L, = D(H, yy + * > Ly) und folglich 
on oe ’ 0 ¢ , Yea ’ 
(37) da Pi dx, + ~+ . Pi da, Ss , ax. 


OX, Ox, . he CX, 
setzt, F in F” tibergeht, dann folgen, wenn man zur Abktrzung 


(38) ont = &, 


schreibt, aus der Gleichung F = F’, die identisch in den 2 und dz’ er- 
fiillt sein muB, die Transformationsrelationen 


7 
(39) Sa,,08 ut — a5. 
_ F 
Da die G,, kovariante Differentialfiormen gegeniiber der Transformation 
oe. ; ~~ 
(36) (37) sind, folgen, wenn man das aus F’ gebildete 
7 . . . , 
G= Ss (i,t ° ° <9 Vda daz; >? ae 


‘a's ‘m 


und das aus I” gebildete 


be 7 Pe oe , 
G" = > (@,0--+-G,) da, dx, --dx, 


@,@, “(m 
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7) 


(40) > (i,t, +-> 0) ut wie --- ulm = (0, a 


m 


setzt, aus der Bezichung G, = G,, die weiteren Transformationsrelationen: 


"a's tm 


Die bisherigen Untersuchungen sind ganz allgemein giiltig. Fiir das 
Folgende muB jedoch eine wesentliche FHinschrénkung gemacht werden. 
Man muB nimlich unterscheiden, ob eine quadratische Differentialform 
(d. i. ein Linienelement und somit auch der durch dieses detinierte Raum) 
Automorphien gestattet oder nicht. — Die Automorphien nun kénnen 

1. in endlicher Zahl, 

2. in unendlicher Zah] ohne kontinuierliche Gruppe, 

3. in unendlicher Zahl mit kontinuierlicher Gruppe 
sowie in Kombinationen dieser drei Fille vorhanden sein 

Im Falle 1. (von endlich vielen Automorphien des ds*) zerfallen die 
Pankte des Raumes bekanntlich in drei Klassen. Ein Punkt kann namlich 

a) Fixpunkt fiir alle Automorphien der Gruppe sein, 

b) Fixpunkt fiir die Automorphien emer Untergruppe sein, 

c) sich bei allen Automorphien (auber der identischen) indern. 
Auch im Falle 2. und 3. sind aihnliche Fallunterscheidungen méglich; doch 
bediirfen wir ihrer fiir das Folgende nicht. Es seien jedoch noch einige 
Literaturnachweise gegeben: Die miglichen kontinuicrlichen Gruppen der 
Transformation eines Linienelementes in sich sind fiir den R, durch 
Christoffel*), von Mangoldt**) und Killing***), fiir den R, durch Bianchi+) 
aufgestellt worden 

Wir schlieBen nun fiir das Folgende, ebenso wie Christoffel, der jedoch 
nur an den Fall 3. zu denken scheint, alle quadratischen Differentialformen, 
welche eine Automorphie gestatten, von der Betrachtung aus. Dann beweisen 
wir folgendes von Christoffel in seiner Arbeit}+) aufgestellte Theorem: 

» Wenn durch die Transformationsrelationen, welche zu den Gleichungen 


(41) F = F’. G G;’ GB, a G,’ 


‘ ‘? , eo °° % 


gehiren, die Werte der Unbekannten x und « ohne Widerspruch villig be- 
stimmt sind, und die niimlichen Werte der Unbekannten auch noch den 


Transformationsrelationen, gelche sich aus der néichstfolgenden Gleichung 


Gy x1 =G',, 
) Abhandlungen der Berliner Akademie 186s, 8, 1191f 
Crelles Journal 94, 8. 27 ff. 
) Crelles Journal 10%, 8. 121 ff. bes. 149. 
)} Memorie della Societi Italiana delle Science (detta dei XL) (3) 11, 
Crelles Journal 70. 
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ergeben, yeniigen, so sind zugleich alle fiir die Transformation von F in F" 
erforderlichen Integrabilititsbedingungen erfiillt, und es wird allgemein 


Den Beweis fiihrt Christoffel durch Untersuchung der Integrabilitits- 
bedingungen. 

Wir fiihren ihn in folgender Weise: Hat man aus den Transforma- 
tionsrelationen, die zu den Gleichungen (41) gehéren, irgend zwei zu- 
sammengehérige Wertesysteme 7,, 2%, ---, x, und 2,', x,---, x, ermittelt, 
so mache man diese zu Nullpunkten von Riemannschen Normalkoordi- 
natensystemen O(y,, ¥»,--*, y,) und O'(y,’, y.,---,y,), deren Orientierung 
man beliebig wihlen kann. Dann ist, wenn der Ursprung 0 und die 
Orientierung des Normalkoordinatensystems einmal fest gewiihlt sind, 
der Ubergang von den (z,, 2,,---, #,) zu den (y,, Yp,-**, Y,) eindeutig 
und eindeutig umkehrbar; das Gleiche gilt fir den Ubergang von den 
(a,', %',---,@,) ma den (y,', %,--y,). Nun denke man sich alle auf- 
tretenden Differentialformen in Normalkoordinaten ausgedriickt, was ich 
durch Querstriche andeuten will. Errechnet man nun weiter aus den zu 


den Bedingungen: 
(42) (F')y = (Fo, (Gao = (Gao, (Glo = (Gs Jor - - + (Foo = (Gy do 


(fiir y, = 0 baw. y’ =0) gehérigen Transformationsrelationen die Werte 


; : , aie : . ay 
der w#,, welche, wenn die Transformation méglich ist, gleich a sein 
0} 


miissen, und also die Orientierung der y, Achsen gegen die y,, Achsen 
geben; dann kennt man unter der Annahme ihrer Moéglichkeit diejenige 
orthogonale Transformation*®), welche, wenn man O mit 0’ vereinigt denkt, 
das System O(y,, ¥.,-°+ -, y,) mit dem System O'(y,’, y,’, ---, y,) zur Deckung 
bringt. Man kennt also auch die Beziehungen: 


(43) Y;, =P (Uys Ves VD = > ay! und 


(44) dy, = SOF dy’ = Sa dy’. 


emi OY 


Zeigt sich nun, dab die Gleichung 


45) Go. = Gy 4s, 


wenn man (43) und (44) einfiihrt, identisch in den y’ und dy’ erfiillt ist, 
dann ist die Transformation von F’ in F” méglich. Denn aus den linken 


*) Die erste Gleichung (42) lautet niimlich Say = Say, und daher sind 
die « konstant. « 
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bzw. rechten Seiten von (42) und (45) kann man, wie am Schlusse deg 
vorigen Paragraphen festgestellt wurde, cindeutig die Linienelemente F 
bzw. F’ berechnen und diese werden durch (43) (44) ineinander trans- 
formiert, und auBerdem ist, wie wir sahen, der Ubergang von F wu F 
und ebenso der von F’ zu F” eineindeutig. 

Dieser Satz behalt, wenn man nur das Wort ,,véllig“ durch ,endlich 
vieldeutig“ ersetzt, auch. in den bisher ausgenommenen Fall 1. (wo das 
Linienelement endlich viele Automorphien gestattet) seine volle Bedeutung. 
Man hat sich dann nur fiir eine bestimmte der endlich vielen méglichen 
Transformationen zu entscheiden; alsdann bleibt der Beweis wértlich der- 
selbe, nur dab, falls O zur Klasse b oder c gehdrt, die Zuordnung der 
Punkte O und O' und, wenn O zur Klasse a oder b gehirt, die ortho- 
gonale Transformation von O(y,,---,y,) zu O'(y,’,---,y{) endlich viel- 
deutig ist. 


Im Falle von unendlich vielen Automorphien verliert jedoch der Satz 
seine Bedeutung, da man nie auf bestimmte Transformationsrelationen 
kommt, wie weit man auch in der Gleichungskette (41) fortschreitet. 


Géttingen, im-Juli 1918. 





